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摘要 

我们主要解决无向图模型的能量最小

化问题，也就是马尔科夫随机场的 MAP 估

计问题，这是一个 NP 难问题。我们提出了

一种多项式时间的算法，可以得到其部分非

松弛的积分解。我们的算法用一些参数进行

初始化，这些参数是对地图推理问题进行凸

松弛的解的积分值。在算法中我们对这些值

进行迭代，并对不满足我们的局部最优标准

的值进行剪枝。我们展示了我们的剪枝策略

在某种特定的情况下在理论上是最优的。同

样，我们的算法在标记参数的数量上比之前

的算法效果更好。这种算法的用途很广，因

为它对有着任意因子和任意顺序的模型都

有效，而且可以使用任意方法来结局松弛问

题。算法的运行时间取决于 MAP 估计问题

的凸松弛操作时间。  

1. 引言

得到一个马尔科夫随机场的最优标记，

也叫做 MAP 估计或无向图的能量最小化问

题，对于计算机视觉、生物信息学、通信原

理、统计物理、组合优化、信号处理、信息

检索和统计机器学习等方面有着重要的应

用，详见[2，11，30]。但这个问题是 NP 完

全问题，因此出现了近似方法来解决一些比

较困难的问题，一般是图像处理的问题，详

见[11，28]。近似方法无法获得一个最优标

记，但可以得到一个近似解。如果有人证明

由某种近似算法得到的解的部分变量属于

最优标记，那么这种近似算法的价值将大大

提升，剩下的变量可以通过运算量更大的方

法求解从而使原问题得到一个全局最优解，

例如[13]。 
在这篇文章中我们提出了一种通过局

部多边形松弛得到的可能但不精确的解来

求得一般的离散马尔科夫随机场 MAP 估计

问题的局部最优解。解决局部多面体可以借 
助一些已经实现的专门用来解决线性规划

问题的算法。 

1.1 相关工作 

我们将得到局部最优解的方法分成两

大类。 
(i)基于 Roof duality 现象的方法。最用来解

决持续性问题的论文是[19]，这篇论文为稳

定集合问题提出了一个持续性标准，而且证

明了对每一种松弛解法都有效。这种松弛解

法和文献[3]中使用的 Roof duality 方法相同，

这也是 QPBO 算法 [3 ， 20] 的基础。

MQPBO[15]算法将 Roof duality 扩展到多种

标记的情况。作者将多标记问题转化成了二

次的二值化问题，并用 QPBO[3]来求解。可

是，这种转化是基于选定了一个标记序列，

得到的结果也是这样，详见论文[27]中的实

验，实验中标记序列是被随机取样了的。这

种算法无法选择一个最优的标记序列来获

取持续参数的最大值。 
Roof duality方法已经被扩展为更高阶

的二值化问题，详见[5，8，10]。广义的用

于解决高阶二值化问题的Roof duality算法

会求得高阶可能性的局部最优参数。然而

Ishikawa和Fixetal的方法[5，8]将高阶问题转

化成了只有一元和数对参数的问题。Fixetal
的方法是Ishikawa方法的一个提高。 
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Windheuseretal提出了一种多标记高阶

Roof duality方法，将MQPBO运用于高阶和

把Kahl和Strandmark的工作运用于多标记情

况进行了概括。可是，Windheuseretal没有没

有描述实现过程，也没有提供在高阶多标记

情况下的实验确认 
（ii）标记测试方法。Kovtun研究了一种不

同的方法，这种方法专门使用Potts模型。这

种方法用辅助子模块问题来测试可能的标

记。若某个标记不属于最优解，那它将会被

删除。这是一个局部启发式的方法，无法得

到一个全局最优解。 

对于非二值化多标记问题，可以证明由

(i)中的方法所构造的近似子模型结构不如

标准多面体局部松弛[24，Prop.1]好，我们

在这片论文中考虑类型(ii)中的方法。特别

的，基于论文[27]中求解Potts模型的思想，

我们提出了一种可以识别一般图模型的局

部最优解的方法，这种方法可以由理论证明。

同时，我们也将这种方法与之前提到的5种

方法[5，8，10，15，18]进行比较。 

收缩技术。论文[22]中的工作提出了一

种有效的使用局部多面体松弛来减小组合

搜索空间的方法。尽管算法思想和之前提及

的有些相似，但论文[22]中的方法没有提供

一个局部最优解。我们在第4节会有更深入

的讨论。 

1.2 内容与组织 

采用了论文[27]中的思想，我们提出了

一种新的求解局部最优解的方法。这种方法

对有着任意高阶能量函数的图模型都有效，

而且与其他一些方法（[5，8，10，15，18]
中的方法）相比，这种方法可以得到更多的

持续性参数。和论文[27]相似，我们的算法

用一些参数进行初始化，这些参数是对地图

推理问题进行凸松弛的解的积分值。在算法

中我们对这些值进行迭代，并对不满足我们

的局部最优标准的值进行剪枝。我们展示了

我们的剪枝策略在某种情况下在理论上是

最优的。尽管可以随意选取松弛方法，为了

方便起见，我们将展示和实验中使用的松弛

方法限制为局部多面体松弛。更紧的松弛可

能会产生更好的结果。可是，尽管使用局部

多面体松弛，相比较于其他一些方法，我们

还是可以得到足够多的持续性参数，我们将

通过实验证明。我们的方法普适性很强，可

以使用任何凸松弛的方法。不仅如此，我们

方法的计算复杂度仅仅取决于使用的凸松

弛方法的运行时间。 
代码可以在 http://paulswoboda.net 上下

载 
组织。在第二节我们将再一次介绍能量

最小化问题和局部多面体松弛。在第三节我

们提出持续性标准。相关算法和理论分析在

第四和第五节。在第六节讨论向更高阶的扩

展和使用更紧的松弛。第七节提供了我们方

法的实验确认以及和当前方法[5，8，10，15，
18]的比较。 

由于空间有限，我们将在附录中提供证

明。 

2. MAP-Inference Problem

（最优后验估计推理问题） 

对于一个无向图G = (V, E), E V V  ，

MAP 估计问题表示为： 

min ( ) : ( ) ( , ), (2.1)
v

V v v uv u v
x X

v V uv E

E x x x x 


 

    

其中， ux 是对于每个节点u V 的标记集合

中 的 元 素 ， :u uX  和

:uv u vX X   是与图 G 的节点和边相

关的一元或二元能量值。A V 的标记集合

定义为 A u A uX X ，表示笛卡尔乘积。

为表示方便，我们将 u vX X 记为 uvX ，将

( , )u vx x (uv E )记为 vux 。
0

Ax X 表示对

于向量 0x ，u A 只指向其一部分
0
ux 。对于

两个集合 A B V  和 Bx X ， |A Ax X

表示 x 对于 A 的限制。 
我们也可以考虑更加普通的有三个或

更多参数的图模型。为了简洁我们在这里将

图模型限制为两个参数。对于向更高阶情况

的扩展我们在第六节中讨论。 

http://paulswoboda.net/
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（2.1）和整数线性问题等价： 

min ( ) ( ) ( ) ( )
V

v v uv uv

v v v v uv uv uv uv

v V x X uv E x X

x x x x


   


   

     

其中 ( ) {0,1}, , (2.2)w w w wx w V E x X     
局部多面体 V [30]是  满足以下约

束的集合 

 

 

我们将 A V 的 A 做类似的定义。我

们将（2.2）中的目标函数表示为 ( )VE  。就

特征向量来说，公式（2.2）使用了一个过

于完备的标记表示，这经常被叫做临界表示。

在 没 有 完 整 性 约 束 的 条 件 下 求 解
* a r g m i n ( )

V VE  称为式（2.1）的局

部多面体松弛。 
当可以在多项式时间内解决局部多面

体松弛问题时，相关的最优临界值
* 不再

完整，因此这对于（2.2）来说是不可实行的，

也不是最优的。可是对于大多数的问题，多

面体松弛所得到的最优临界向量
* 的大多

数项是完整的。不幸的是，无法保证这些完

整参数中的某一些会是式（2.2）的全局最优

解的一部分，除非在二值化的情况下，也就

是说 {0,1},uX u V   ，且能量为一元或

二元。自然可以想到一个问题：对于一个 NP
难问题，是否存在一个子集 A V 和一个最

小元
0 ，使得

0 *,v v v A    成立。也就

是说
* 在某些集合 A 上是否是局部最优的

或是否是持续的，以及给定一个松弛的解
*

V  ，我们能否找到这样一个集合 A。

在后面的文章中我们提供了一个解决这些

问题的新方法。 

3. 持续性 

假设对于 A V ，我们有一个临界值

A 。若存在 ( ) {0,1}, ,u u u ux x X u A     ，

我们就说 u 是完整的。在这种情况下，临界

值只和满足条件 ( ) 1u ux  的 u 相关。 
我们对边界节点和集合 A V 的子集

中的节点的边做如下定义： 
定义 1 （边界和内部）：对于 A V ，

集合 : { : \ . . }AV u A v V A s t u v E     

称为边界。边界边的独立集合定义为：

{ : , \ }AE uv E u A v V A     。 集 合

\ AA V 表示 A 的内部。 
图 1 是边界和内部顶点概念的一个表

示。 
定义 2（持续性）:对于子集 A V 上的

标记
0

Ax X ，若 0x 与 A 上的局部最优解

一致，就说 0x 是 A 上的一个局部最优解。 
在这一节的剩余部分，我们在理论 1 中

描述了描述了我们的新的持续性准则。在推

论 1 中，我们将凸松弛考虑在内，这可以获

得一个计算上可控的方法。 
作为开始，考虑如下对于

0
Ax X 的一

个有效的持续性标准。标记
0

Ax X 和

\V Ax X 的级联定义如下： 

， 

其持续性准则定义为： 

 

这表示如果我们在 A 的补集上确定了任意

的标记 x ，并且对其用 A 集合上的 0x 进行

优化，那么级联的标记
0( , )x x 总是最优的。

这也意味着解 0x 独立于 \V A。可是这个标

准很难直接确定，因为这个标准必须在指数

级数量的标记 \V Ax X 上求解一个 NP 难的

最小化问题。 
我们对（3.1）标准进行松弛，这样我们

只须检查一个能量最小化问题的解，通过修
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改边界节点上的一元量
v 来统一约束

\V A上所有标记的影响。 
定义 3（边界持续性和能量）：对于一

个集合 A V 和一个边界标记
AVy X  ，

我 们 给 每 一 条 边 界 上 的 边

,A Auv E u V  的 边 界 势 能

,
ˆ :

uuv y uX  做如下定义： 

 

使用边界标记y来定义A上的能量函数 ,
ˆ

A yE ： 

, ,
:

ˆˆ ( ) : ( ) ( )
u

A A

A y A uv y u

uv E u V

E x E x x
 

   (3.3) 

其中，
: ,

( )= ( ) ( )A u u uv uv

u A uv E u v A

E x x x 
  

 

是 A 的能量函数。 

给定一个标记集合 Ay V ，我们使式

（3.3）对于那些和 y 一致的所有标记得到一

个更小的值，对于和 y 无关的所有标记得到

一个更大的值。图2是边界势能的一个说明。

这样做的结果是，如果能量函数（3.3）有一

个和 AV 上的标记 y 等价的最优解，由之后

的理论 1 可知这对于集合 A 之外是无效的，

因此这个解在 A 上是持续的。 
理论 1（局部最优标准）：当一个子集

A V 上的标记
0

Ax X 满足如下条件时，

我们就说它是持续的： 
0
|

0
,

ˆarg min ( )
A vA

x X A x
x E x


      (3.4) 

检验理论 1 中的标准是 NP 完全问题，

因为式（3.4）是一个和式（2.1）同类的最大

后验概率估计问题。对式（3.4）中的最小化

问题进行松弛，可以得到一个可证明是多项

式时间的持续性标准，见推论 1。 
推论 1（可控制的局部最优标准）：假

设 已 经 给 定 临 界 值
0

A  和 标 记
0

Ax X ， 有
0 0( ) 1u ux u A   

（
0
u u A ， 是完整的）。 

若，                       则 0x 在 A 上

是持续的。 

4. 持续性算法 

现在我们需要求解一个集合 A 和标记

Ax X ，使得式
|,

ˆmin ( )
A vA

A xE 
 的解满足

推论 1 中的所有情况。算法 1 总结了我们的

方法。 
在算法 1 的初始化步骤中，我们在没有

边界标记的情况下求解了 V 上的松弛问题，

并使用完整标记的节点来对集合
0A 进行初

始化。接着，在每次迭代 t 中，我们在局部

多边形上对式（3.3）中定义的能量函数 

求最小值，该值与集合
tA 和最后一

次迭代求得的边界标记的解有关。我们将
tA 中不完整或不符合边界标记的参数移除。

在算法 1 的每次迭代 t 后我们通过移除那些

不完整或不符合标记的参数来缩小
tA 。 

收敛：由于 V 是有限的且 | |tA 是单调

递减的，因此算法最多在 V 步后收敛。算法

1 中的每一个字问题都可以用多项式时间解

决。由于算法 1 的迭代次数最多为 V，因此

|,
ˆ

t t
V tA

A x
E



0
|

0
,

ˆarg min ( )
A VA

u A x
E 



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算法 1 自身也是多项式时间的。实际上只有

部分的迭代是有必要的。 
在算法 1 结束后，我们得到 

* ** | *

*
,

ˆarg min ( )
VA

A
A x

E 


   （4.1） 

* 是完整的且
* 和 *x 和 AV 上的同一标

记相关。因此
* ， *x 和

*A 满足推论 1 的所

有情况，这证明了持续性。 
解决方案的选择：我们所有的结果都和

用于解决松弛问题 ,
ˆmin

A A yE 的特定算

法相独立。但这对于大规模的数据来说非常

重要，在数据规模很大的情况下传统的解决

线性规划问题的单一算法将会失效。使用近

似的解决方案非常重要，只要该方案可以满

足以下两个条件：（i）找到可能的持续性节

点；（ii）对于找到积分解（例如零对偶间隙）

的最优化可以提供有效的条件。这些性质有

如下精确的形式化表示。 
定义 4 （一致标记）：如果标记

( {#})v V vc X  满足如下条件： 
对于 v vc X v V   都有 argmin ( )x X vc E x  
则称其是能量最小化问题（2.1）的一个一致

性标记。 
如果一个算法以一个一致性标记作为

输出，那么我们可以调用这个算法来求解问

题（2.1）能量函数的最小化。 
一致性标记可以用许多算法进行构造，

例如： 
(1) 基于对偶分解的算法[12，16，17，

21，23]可以产生强树形约束，考虑拉格朗日

对偶的算法可以返回部分节点的一致性边。

若对于某个节点这些性质成立，我们用 vc 表

示这些相关标记，否则 vc =#。 
(2) 任何用于求解 min ( )

V
E  的算

法的结果都可以用 vc 来表示： 

命 题 1 ： 将 算 法 1 中 的 操 作

a r g m i n ( . . . ) 用下式替换： 

 

其中 c 是用于求解相关最小化问题的一致性确定算

法返回的一致性标记，输出的标记
*x 就是持续性

的。 

和论文[22]中的收缩技术的比较：最近

发布的方法[22]，和算法 1 类似，讲了如何

使用局部多面体松弛来缩减组合搜索范围。

可是，（i）算法 1 解决了一系列子集
tA 上

关于完整性标记的附加问题，方法[22]考虑

节点，这只能得到松弛解中的部分标记；（ii）
算法 1 是多项式时间的，而且只会得到持续

性标记；方法[22]的复杂度为指数级，且无

法得到与持续性有关的信息。但是方法[22]
用于求解全局最优解所使用的组合解决方

案中参数的子集一般比我们的方法小，因为

能量在和式（3.3）的干扰进行对比时保持不

变，我们提出的方法在推论 1 的持续性标准

下求解最大持续性标记，下面将详细说明最

大持续性标记。 

5. 最大持续性标记 

按照算法 1 定义
0A V 和 0

0
A

  。

满足推论 1 中情况且含有标记
0 |A 的子集

0A A 是部分有序的，因为它在本身的域

中遵循包含关系。在这节我们将说明如下

结论： 
(1)  在满足推论 1 中条件的持续性标

记中，有一个最大的集合 
(2)  算法 1 可以得到这个最大集合。 
 

这表示算法 1 在推论 1 的标准下无法继续

优化。 
定义 5（强持续性）：若 A 上的标记

*x 是满足推论 1 条件的唯一标记，则标记
*

Ax X 是有强持续性的。 
理论 2（最大持续性标记）：算法 1 可

以得到最大集合
* *
strongA A V  的超集

*A ，其中 V 为具有推论 1 的标准定义的

强持续性参数的集合。 
推论 2：若在算法 1 迭代时对于所有

t=0，…有一个唯一解
|,

ˆmin ( )t t
t VA A

A x
E 


 ，

则算法 1 得到了一个具有持续性参数的最
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大集合，这些参数满足推论 1 中的局部最

优标准。 
若在算法 1 执行时最优临界值

t 不

是唯一的，则说明算法 1 不具有可确定性，

得到的集合
*A 不一定是满足推论 1 中的

标准。这种情况最简单的例子是，若松弛

min ( )
V VE  是紧的，但有几个积分解。

这些解的任何一个凸组合都会产生一个

非积分解。可是我们的算法无法处理这种

情况，因此解中不完整的参数会被舍弃。 

6. 扩展 

更高阶：假设现在我们不再是二元情况，

有一个超图 G=（V,E），其中， ( )E P V ，

P(V)是 V 的子集： 

min ( ) : ( )V e e
x X

e E

E x x




     (6.1) 

对于所有的定义，我们的持续性标准和算法

1 采用了前向泛化。和定义 1 类似，定义一

个节点 A V 的边界节点子集： 

: { : \ , . . , }AV u A v V A e E s t u v e        (6.2) 

边界边定义： 

: { : , \ . . , }AE e E u A v V A s t u v e       

(6.3) 

定义 3 中 Ae E 的等价边界势能表示为： 

现在，理论 1、推论 1 和算法 1 都可以直接

在更高阶的情况下使用。 
更紧的松弛： 从本质上来说，算法 1 可

以使用比 A 更紧的松弛，比如使用论文[25]
中的圆不等式。使用时只需要把 A V 的局

部多边形 A 替换成可行的凸集。 
命题 2： 令多边形 A 包含 A 的所有

情况，且使 A A A V     成立。在算法

1 中用 A 代替 A ，令 *A 为改良后算法返

回的相关持续性集合。令
* *
strongA A 为推

论 1 定义的强持续性参数的最大子集，且服

从松弛 A 和
A ，则有

* *
strong strongA A 。 

7. 实验 

我们用计算机视觉和机器学习的不同

标准检查程序在若干个数据集合上测试了

我们的方法，总共测试了 96 个实例，见表

1。接下来我们将详细说明每个数据集合和

相关实验。 
方法对比：我们将我们的方法和

MQPBO[15，24]，Kovtun 的方法[18]，Kahl
和 Strandmark 的 GRD 方法[10]，Fixetal[5]
和 Ishikawa 的高阶最大子图缩减算法

（HOCR）进行了比较。前两个我们用了自

己实现的程序，其他几个用了 Strandmark[26]
免费的代码。我们无法和 Windheuser et al 的
方法[32]进行比较，因为作者没有描述在高

阶情况下如何实现他们的方法，而且仅仅提

供了二元情况下的实验评估，在这种情况下

他们的方法和 MQPBO[15]一致。 
实现细节：对于大部分二元问题，我们

使用 TRWS 作为算法 1 的近似解决方案，

并使用强树形约束作为一致映射。当达到树

形约束标准（误差小于 -510 ）或迭代次数达

到 1000 次时，停止 TRWS 操作。对于 side-
chain 二元模型和所有更高阶的模型，我们

使用 CPLEX 作为线性规划的解决方案，因

为 TRWS 对于次优问题不适用。 
数据集合于评估：我们给出了数据集合

大概的属性以及用我们的方法和对比的方

法所获得的所有持续性参数的百分比，见表

1。在附件中我们展示了每个问题实例的详

细结果。 
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问题实例 teddy，venus，family,pano，
Potts 和 geo-surf 在论文[11]中取得，数据集

合 side-chain 和 protein-interaction 在论文[2]
中取得。 

问题实例 teddy 和 venus 来自立体视觉

的不一致估计[28]。对比的算法中甚至没有

一个能在这些数据集合中得到一个持续性

参数，可能是因为标记数量太大，然而在

teddy 实例中我们只对其中的一半标记为持

续的，在 venus 中只标记了 15 个。 
实例 pano 和 family 来自 photomontage

数据集合[28]。这些问题相比于不一致估计

问题有更复杂的可能情况，但标记数目更少。

对于这两个数据集合我们比 MQPBO 找到

了更多有意义的持续性参数，特别是在 pano
中我们可以标记超过一半的参数。我们也选

择了 12 个相关的有网格结构和 Potts 交互项

的能量最小化问题。潜在的应用是论文[27]
中考虑的颜色分割问题。我们的普遍方法对

于[27]中的问题在特定 Potts 模型下产生了

新的结果，详见附件。 
我们也考虑了 protein-folding 问题的

side-chain 预测。数据集合由数对图模型组

成，该模型由 32—1971 个参数和 2—483 个

标记。具有较少参数的模型有密集的连接和

较大的标记空间，较多参数的模型的连接较

不密集，且标记空间最多含有 100 个参数。

我们的方法比 MQPBO 标记了更多的持续

性临界节点。 
蛋白质交互模型 [9] 的目标是找出相

处关联的蛋白质子集。我们的方法将超过

3/4 的节点标记为持续性节点，然而那些以

roof duality 为基础的方法，比如 Fixetat，
GRD，HOCR[5，8，10]，能得到类似的结果，

而且把大约 1/4 的节点标记为持续性节点。 
细胞跟踪问题由高阶二值图模型组成

[14]。给定由显微镜得到的正在生长组织 的
图片，目的是找到所有细胞的世系谱，这世

系谱是变化的且能将所有细胞分开。由于实

现上的一些问题，我们无法用 Ishi-kawa 的

方法[8]来解决细胞跟踪问题。Fix 在文章中

[5]指出他的方法比 Ishikawa 的方法[8]好。

其他方法甚至在理论上都是不可行的。然而

我们成功地将 99.9%的节点标记为持续性节

点。 
最后，我们尝试了文章[7]中的高阶多标

记的几何图形标记问题（在Table 1中为 geo-
surf）。这问题的实例有 29-1111 个参数，7
个标记，每个标记都有一元、二元、三元项。

MQPBO 无法处理三元项 Fixetat 的方法[5]、
Ishikawa 的方法[8]以及 Kahl 和 Strandmark
的广义 roof duality 方法[10]无法处理超过两

个标记的问题。因此我们在没有比较的情况

下给出了我们的结果.我们在所有 300 种实

例中测试了 50 种无法用局部多面体松弛求

解的实例。结果我们能够标记为持续的参数

数量还是很高——平均超过 80%。 
运行时间：算法的运行时间主要和使用

的局部多面体松弛方法有关。准确地说没有

一个普遍的规则可以衡量我们算法的运行

时间。我们在 Figure 3 中展示了 Potts 数据

集合实例上的三次迭代。在 clownfish 实例

中 TRWS 的迭代次数在第一次迭代后下降

很快。在 crops 实例中，迭代次数的初始值

更小，但是迭代次数下降不是很快，而且若

想对参数进行剪枝，需要进行更多次数的迭

代。对于复杂的 pfau 实例，算法 1 需要更多

次数的迭代，而且 TRWS[16]的迭代次数基

本不下降。在附件中有更多的图来展示这些

情况。 
剪枝：在我们的实验中，算法 1 中的集

合
0A 包含了至少 97%（经常超过 99%）的

参数，因此只有不超过 3%的参数在初始化

中因为不是持续的而被剪枝。在后来的迭代

中超过 99.99%的参数是持续的，参数被剪枝

主要是因为不满足边界条件。 

8. 总结和展望 

我们提出了一种求解无向图模型的持

续性参数的新方法。从经验上看，在从单个

数据集合上找到的持续性标记的数量方面，

这种方法比所有测试的方法都好。我们的方

法普适性很好，对任意可能的阶和种类的图

模型都适用。目前没有合适的求解能量最小 
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化问题的多面体松弛方法。所有随机、近似

的方法都可以用在我们的方法中。 

将来我们计划在实现上加速我们的算

法。并会考虑更好的持续性标准，这不仅可

以在单标记的情况下确定持续性参数，也可

以在多个标记下确定持续性参数。 

致谢：这项工作得到了德国研究基金

（DFG）在“Spatio-/Temporal  图模型在图

像分析中的应用”项目中的支持，同样感谢

Marco Esquinazi 在讨论中给予了很大的帮

助。 
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9. 附录 

为了证明定理 1，我们需要如下引理： 
引理 1：给定 A V 和

AVy X  ，令 0x

和 'x 为 V 上的两个标记，且
0

u uy x ，则存

在 Auv E ，使得下式成立： 
0 ' ' 0 ' '

, ,
ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ( , ) (9.1)uv u v uv y u uv y u uv u vx x x x x x     

证明：有
' 0
u ux x ，此外，由定义 3 可知，不

等式（9.1）和下式等价： 

 

在（9.2）的最大值和最小值中选择 vx 和
'
vx

可以得到结果。 
定理 1 证明：假设

0
,

ˆarg min ( )
Ax X A yx E x

符 合 边 界 标 记
0
v v Ax y v V   ， 令

a r g m i n ( )x Xx E x 满足
0

v vx x v A    
(9.3) 
令 'x X 为一个任意标记，则有如下推导： 

 

第一个不等式是由 0x 在 ,
ˆ

A yE 上的优化和 x

在式（9.3）上的优化得到。第二个不等式是

因为引理 1。由于 'x 是随机的，因此 0x 是全

局最优解的一部分。 
推论 1 证明：表达式（3.5）可写成下式： 

0
|

0
, {0,1} ,

ˆarg min ( )
A VA

A x
E  


    （9.5） 

因为我我们假设
0 是完整的。因为式（2.1）

和（2.2）是等价的且相关标记 0x 满足定理 1
中的条件， 0x 是 A 上的局部最优解。 

为证明定理 2，我们需要如下引理： 
引理 2：令 A B V   为 V 上的两个

子集， A A  为 A 上的临界值，
A

Ax X

为唯一满足推论 1 中条件（例如 Ax 为强持

续的）的标记。令
B

By X 边界标记使得
A B

v vx y v A B    。 
则有对于所有集合 B 上的临界值 

*
,

ˆarg min ( )B
B B y

E  , *(x ) 1A

v v v A   

成立。 
证明：与定理 1 证明相似。 
定理 2 证明：我们使用算法 1 中的符号

标记，可以证明对于每一个 A V ，存在一

个唯一的持续性标记
A

x X 满足推论 1 中

所有条件。对于算法 1 的每次迭代，都有
tA A ，且对于所有

A
v V ，有

t

v vx x 。 
将推论 2应用在 :A A 和

0: ( V)B A  上。

对于推论 2 中所有的v A V  ，条

件
B

v vx y 是一个空条件。因此，推论 2 保

证了对于所有的
0 arg min ( )

V
E  ，   

0 (x ) 1v v  对于任意v A 成立。 
现在假设对于 t-1 次迭代，上述结论成

立，我们需要证明 t 时也成立。这就涉及到

引理 2 中 :A A ， 1: tB A  和          。
引理 2 中的条件假设在 t-1 时成立。推论 2
保证了                            具
有这样的属性。 

命题 1 
证明：算法 1 执行完成后，我们得到了

一个节点
*A 的子集，一个边界标记

*
AVy X  ，一个等价于 AV 上的

*y 的 *x ，

以及一个对于 *u A 的持续性映射
*

u uc x 。

因 此 ， 由 定 义 4 可 以 得 到 如 下 关

系：                    ，和 *x 满足定理

1 中的条件。 
命题 2 

证明：显然，每一个可以由推论 1 用松

弛 A 找到的强持续性标记也可以由推论 1
使用松弛 A 得到。因此，由将理论 2 运用

到 A 和 A 的结果，我们可以得到算法 1 可

以找到对于 A 和 A 的所有强持续性标记，

且由上述提及的可知，前者包含后者。 
 

1

1
|:

tA

B t

Vy x






1 11 | 1,
ˆarg min ( )t t

t VA tA

t

A x
E  

  


* *
*

,
ˆarg min

Ax X A y
x E
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