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重温三目摄像机几何学 

 

 

 

 

 

摘要 

什么时候我们的视线和三目镜对                 

应的收敛点相联系，即两者相交于一点时？

传统的三目摄像机的几何模型基于基础模

型和三焦点的张量与相机相关只提供部分

基础问题的答案，因为绝大部分是潜在的，

但是也有极少明显大体的结构设想。本文使

用摄影几何学的基本工具去提供必要和足

够的几何分析条件收敛依据三目镜的视线

传送而没有任何的假设。反过来。这也为共

线或非共线的针孔摄像机产生了简单新奇

的最小参数化三目镜几何学。 

 

介绍 

通过多个摄像头记录的点像或许仅能匹配

当视线交于共同点的相应的点(左 1图)。对

两种不同的观点，这种情况是被双线性的极

线约束和对应的基本模型捕获的[8,9]。这

三种意像可以通过成对的极线约束与任意

两张图片的结合，和一组三线性度与这三个

观点相关参数化的三目镜的张量的结合来

表示[5,15,16,22].对于非共线的针孔摄像

头来说，与三个点像结合的满足相应的极线

约束的射线大多都是收敛的：唯一的例外是

当这些点已错误匹配和所有位于穿过三个

小孔的三目镜平面（右图 1）。 

 

有趣的是，Hartley and Zisserman状态即

基本模型和三个非线性的针孔摄像头共同

决定相应的三目镜张量[6,Result 14.5]，

然而 Faugeras and Mourrain [3] and Pon

ce etal.比如记录下那些仅能满足确定而

不同的三线性度的子集必定相交的三点和

线的结合。他们彼此之间是相互矛盾的，由

于满足极线约束不总是收敛的的，但他们的

确是在大体的结构猜想下，很难去详述。因

此值得澄清这些假设和理解多少三焦点的

约束添加到极线的对应点。这是本文解决的

问题,使用基本射影几何。特别是,我们的分

析表明,利用极线约束和一个或两个三目的

的,根据摄像机针孔是否共线,总是保证相

应的视觉射线的收敛。特别是,我们的分析

表明,利用极线约束和一个或两个三目的的,

根据摄像机针孔是否共线,总是保证相应的

视觉射线的收敛。 

 

 

图 1左：视觉射线与三(正确)通讯 

图 1右：简并与两种几何约束三个共面，但

不相交的线位于三目镜平面上（在本报告的

其余部分,图像平面是忽略了在这个图的一

部分）有关详细信息,请参阅文本。 

 

1.1 相关的工作 

同一点的几何约束涉及多个角度视图(图 1

中,左)以来,计算机视觉研究了热的开创性

工作---希金斯,他在 1981年提出的基本矩

阵作为一个双线性模型两个校准相机[8]两

种几何约束。其未校准的,基本矩阵,介绍了

由 Luong和 Faugeras[9]。三线的约束与一

条直线被发现的三个观点 Spetsakis和

Aloimonos[16],by Weng，Huang和

Ahuja[22]。未校准的情况下解决了

Shashua[15] Hartley[5],谁创造了这个词

集中张量。四焦张量是由特里格引入[20],

和 Faugeras ，Mourrain给一个简单的表征

的多重线性约束与多个角度的图像点[3】通

常制定的三线的约束三个图像相同的点是



                数字图象处理作业 The task of Digital Image Processing                                                                                                      

不对称的,图片扮演特权角色之一。一个简

单的和基于线几何对称制定了[12]。 

 

从历史学的角度看，值得注意的是极线约束

早在很久以前就被Longuet-Higgins用摄影

测量仪发现，虽然在 1966 年的手册中已经

记录，但在这本书中并没有提到三线性约

束，尽管它已经介绍了高级三目镜摄像机。 

 

三目镜约束的直接来源为了经典对应点相

当于写下一些 K×4的矩阵的所有 4×4的部

分为 0，从而保证了三行相交【3,12】.这些

因素被重写为线性组合减少未成年人的双

线性或三线的函数图像的点坐标。整个困难

在于选择一个适当的减少未成年人的子集,

将永远保证射线相交。 

我们已经观察到双线性极线约束,仅是不够

的。我们不知道任何固定的四个

trilinearities,孤独,在所有情况下都保

证收敛。这表明寻求合适的双线性组合而不

是和三线的限制,这是这个演示中所采取的

方法。 

 

 

1.2.问题陈述和建议的方法 

正如前面提到的,本文的目的是理解究竟多

少集中增加极线约束对应的点。因为这两种

类型的入射光之间的关系约束模型  光

线进入相机的小孔观察到的点,我们利用射

影几何的工具解决这个问题[21]一般而言,

尤其是和线几何[13]。作为前面的前提，三

目镜的张量最初是发明用来描述三条图像

扫描线 321  ，，
是同样的线

【15,16,22】的投影（图 1左）。因此多数

展示将致力于一系列三重线的截线的特性

描述就不足为奇了。 

 

特别是，我们已经知道了三线相交成对出现

十分必要，但却不认为这些线必定相交。我

们将在剩下的展示中说明三线手链的一个

必要充分条件是他们必须两两共勉且横线

确是一个意义明确的组合。我们也将给出这

些不同猜想下的横线的集合分析表征。当它

应用到摄像系统中，它将提供一个全新的简

单三目几何学的最小参数。 

 

贡献 

我们在这些线的横线方面给出一个新的收

敛线的三焦集合特性（命题 1）. 

我们提供一个三胞胎的会聚线的新颖简单

的分析表征(引理 3和命题 2),这并不依赖

于隐含在【12】里的大体猜想。 

我们通过应用相机几何的这些结果即这三

个极线约束和三焦点的之一(两个小孔是否

共线)是满足相应的光线收敛必要充分条件

来进行说明（命题 3和 4)。 

我们引入一个新的分析核线的参数化和三

焦点的约束,导致最小的参数化三目的几何

线条的三焦收敛(命题 5和 6)。 

 

2.1 几何的观点 

从现在起所有假设所有的线都是完全不同

的。一条线组的截线是一条相交于线组中每

一条线的线。本节以下为证明出来的主要结

果。 
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命题 1.三线收敛的一个充分必要条件是他

们必须两两共面且他们承认横向不包含在

定义的任意两个平面。 

 

证明命题 1，我们需要两个中间结果。在摄

影几何学中，两条直线相互倾斜或共面，在

这种情况下他们相交在一个点。我们的第一

个论点列举了三线之间的关系可能的发生

率。 

 

论点 1.在六个确定的立体矩阵中可以看到

三条完全不同的线（图 2,3上）：（1）这三

条线不完全共面且交于一点；（2）他们共面

且两两相交于三个不同的点；（3）他们共面

且交于一点；（4）他们之中确定的两对共面；

（5）他们之中确定的两条共面；或（6）他

们两两斜交。 

 

列举论证。论点 1有一个直接重要的推论--

就是，当三条线两两共面，都不相交于一点

（例 1）；他们共面且相交于一点（例 2）；

或他们共面且相交于两个过三个不同的点

（例 3）。特别是，极线约束满足三目镜的(错

误的)对应于三焦点平面的点的图像包含三

个不共线的针孔摄像机。 

 

更进一步说，介绍一个线条间的线性依赖十

分有用。线条独立性的几何定义通常与线性

无关的代数定义相匹配，给定一个系统坐标

系，k线线性相关的充分必要条件是若干

坐标向量的线性组合成为 的零

向量（2.2.1节）。几何学上，这些线线性依

赖于 regulus的三条斜线【21】。Regulus

是线场中的任意一个，包络一个平面中的所

有线；一个线束，包络经由若干点的所有线；

所有线的集合属于两个不同平面相交的同

一条线；或一个非退化的 regulus包络两组

线之一支配一个单叶双曲面或一个双曲抛

物面。可以递归地定义四条或以上的线条的

线性相关。带着这些引理 1的定义,我们获

得一个重要的推论。 

 

引理 2.在六个立体矩阵中可以看出，三个

完全不同的线存在无穷多的截线（图 2,3底

部）：（1）这些截线构成一个线束；（2）他

们构成一个线场和一个线束的简并同与组

织；（3）他们组成一个线场；（4）他们组成

的两个线束有共同的输入线的其中之一；

（5）他们组成的两个线束有一条线经过两

个输入线的交点；或（6）他们组成一个非

退化的 regulus，三条输入线在同一刻度和

在另一个截线。 

 

引理 2.不应出人意料地从截线到三条给定

的线满足三个线性约束从而组成一个三等

组合（退化一致性是一个四级的例外【21】）。

没有额外的猜想，大体没有什么可说的，由

于引理2告诉我们任意三条不同的线可以有

无穷多的截线。此外,当线路两两共面,在引

理 2例 4 - 6被排除，我们立即可以获得命

题 1 这个引理的推论。 

2.2.观点分析 

2.2.1 正文前文 

为了把前面部分的几何结果翻译成分析成

果，,有必要回忆一些大体的射影几何学和

特定的直线几何学的基本事实。熟悉

坐标和链接操作符等的读者可以很

好地继续 2.2.2节。给定一些二维射影空间

，和其中的点、线可以被视为与他们在

的齐线坐标向量相等同。此外，如果 x

和 y是 平面的同一条线 的两个不同的

点，我们有公式 。点 X在线 上

的充分必要条件是 且两条线相交
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于确定的一点或重合。三条线相交的充分必

要条件是他们线性相关或

。 

 

在三维空间中，给定任何一个三维射影空间

的坐标系的选择，我们可以识别 中的任

何一条线以及它在 u和 v 的向量的 中

的 坐标向量 ，我们用一个

分号来指示 u和 v的坐标彼此堆叠形成一个

中的向量。此外，如果 x和 y是 平面

的某些线 上的两个不同的点，我

们有 

 

一个 坐标向量仅仅是定义了扩展，

它的 u和 v部分是通过构造正交传递给彼此

的— 

这就是被称为克莱恩约束的 。让

我们考虑一下对称双线性形式 与

标量 的 中的两个要

素 和 相联系。一个

的非零向量 的充分必要性代表一条线是

，两条线 和 是共面（或相等，

相交）的充分必要条件是 。 

 

我们通过 和坐标

， 和 指

定任意的投影坐标系。点 到 被称为基

点。点 是单位点。我们定义四个基面

，其坐标向量与基点的相

同。两个不同点的唯一连线被称作这些点的

连线而且它表现为 。同样的，一条线

和不是这条线上的点 x确定的唯

一平面被称作 和 x 的连线，用于 。

在代数方面，我们有 ，其中

是定义的矩阵连线 

 

点 x位于线 的一个充分必要条件是

。 

 

2.2.2  回顾截线 

 

我们把在上一节出现的几何约束发生率翻

译成代数的。我们假设这些射影坐标系是给

定的，而且定义了他们的齐线坐标向量的

点、面和线。我们认为三条不同的线

和定义 

 

称为6×3矩阵 的3×3部分对应

于对应它的 i，j和 k行。一个矩阵要有 2

个队列的充分表条件是所有的部分

，

等于零。 

 

引理 3.给定 中的一些整型 j，

和 存在一条截线经过 的充分必

要条件是 。 

论据。条件显然是必要的。由于极线约束，

三条线必须共面且两者之一在同一平面的

三个不同的点相交，相交于一个单点或与基

线重合。除非点 位于包含折现线的平面

（图 5），通过式子 排除例 1。如
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果点 在 上而 不在，那么通过

例 1就可排除了。 

 

3.3.最小参数化 

 

3.1.1 针孔不共线 

我们在这一段中假设三个小孔是不对齐的。

这种情况下，我们通常选择一个投影坐标系

从而让三个基点有别于三个相机中心 —

即 在 和 不在三目镜平

面上时。 

 

随着坐标系的选择，

，这三个极线

约束可以写成 

 

给定这些约束，我们从命题 2中了解了三条

视线相交的充分必要条件是 （其他

三目摄像机无法满足我们选择的坐标系），

这就可以把我们的例子简单改写成 

 

当且仅当 位于 时记下 ，这也

是我们举的例子中的三目镜平面。不出所

料，它直接遵循 Eqs.(4)和（5），除非

，即观察点位于三目镜

平面，极线约束隐含在其中。现在我们需要

在图形坐标系中把 Eqs.(4-5)翻译成对应的

方程式。我们通过几点的坐标向量组成的 4

×3矩阵的 表示 j号照相

机的视网膜平面。这些坐标向量和像素点的

位置在 中。我们通过矩阵 的

的第 i行表示和使用坐标索引的上标，i.

e.，k=1，2，3， 表示 的坐标的第 k

个。 

 

 

命题 5.给定三个不共线的针孔摄像机和假

定的点 u1，u2和 u3，三跳对应的线收敛的

充分必要条件是 

（6） 

和

  （7） 

向量

和

满足 6次齐线收敛 

 

从而是 7个系数的三组定义，每个都唯一确

定一个分离比例。这是一个最小的 18自由

度的三目几何学的参数化。 
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论据。方程（6）和（7）是通过替代 Eqs.(4)

和（5）直接获得的。同时，他们通过三个

向量 提

供了一个三目镜几何学的 24自由度的参数

设定，每个都用 8个独立参数确定了 的

比例。在基点 固定 15个之

中的9自由度的不确定的射影结构上安置针

孔摄像机。利用剩下的 6自由度和向量 上

的 Eq.（8）的约束是可能的。 

 

确实，一个投影变换 Q的一般式绘制三个基

点 自身映射有 7个系数明确比例。应用这

个矩阵 的变换定义在若干

投影坐标系中，写下矩阵 必须满足 Eq.

（8）的约束产量一系列的 6个其次方程在 Q

的 7个非零项。我们可以通过选择向量

和 的不同的项组产生许多不同的

齐次约束。可以表明总有一些选择为了定义

系统 Q承认一个唯一的解决方案来确定比

例，这个方案就是满秩，从而定义一个坐标

的有效变化。同时，Eqs.(6)，（7）和（8）

通过三个向量 ， 给我们提供了一

个最小的18自由度的三目几何学的参数化，

现在每个只需 中的 6个独立参数计科确

定比例。 

 

我们知道，Papadopoulo和 Faugeras【11】

提出的三目镜几何学的最小参数化是至今

唯一一个一对一的参数化（其他的最小的，

例如【1,19】利用代数约束）。与【11】相

反，我们的参数化并不需要使用计算机代数

系统去影响队列约束（详见【11】）。此外，

我们的参数化是对称的，没有任何一个相机

闲着。 

 

我们通过解释 Eq.（7）的一个有趣的集合解

释结束这段：第一张图像中的任意一点的坐

标向量 都与其他两个坐标向量 ， 的

点相匹配，且必须满足方程（7）属于“三

目线”（我们的术语）： 

 
 

不足为奇，由于经典三目镜几何学是依据对

应线定义的，Eq.（7）仅仅表达了像素点

位于经过点 的线 投影 上的事实，相

交线经过其他两个像素点 ， 。人们所

不知道的是线 属于线 和 产生的线

束，线束相交于第一个图像的一点

。其他两个图像也是同

理。 

 

3.3.2 针孔共线 

 

现在我们假设这三个小孔是共线的（如【10】

中所记录的，这个案例在航空摄影中有着实

际和重要的应用）。我们在 和 上放置两

个小孔 ，第三个小孔 则在

上。我们可以这样做,因为这相当于选择 c1

和c2作为基线的基本要点加入三个小孔,c3

作为单位点。从 Eq.（4）： 

 

分别写下 和 时 

 

在我们选择的坐标系中其他两个项 和

为零。 

我们可以依据矩阵 的行改

写之前的 Eqs.（10）和（11）。给定特定的

Eq.(11)的 ，介绍向量

很方便，我们得到了三目

镜几何学的下一个特征表述。 

 

命题 6.给定三个针孔摄像机并假定点对应

，和 ，三条对应线收敛的充分必

要条件是 
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向量

和 满

足 8个齐次收敛 

 

这样分别通过三组 6,6,7个独立系数定义，

每个都唯一确定一个分离比例，总共 16个

独立参数。这是一个最小的 16自由度的参

数化。 

 

论据。Eqs.(10)和（11）立即替代得到了方

程（12）和（13）。他们一起提供 24自由度

的三焦点的几何参数化的三个向量

，每个都通过 8个 中的

独立参数确定比例。把三个针孔摄像机安装

在 和 中固定 15个之中的 7

自由度的不确定的射影结构上。与命题 5的

论据相似，剩下的 8个自由度可以用来利用

在向量 上的 Eq.(14)的约束。同时，Eqs.

(12)，(13)和（14）通过三个向量 ，

给我们提供了一个三目镜几何学的最小

的 16自由度的参数化，现在每个仅靠 5,5

和 6个独立参数唯一确定 的比例。 

 

Figure 6. (Top) Example trinocular lines 

recovered from correspondences 

in three images; (Bottom) Estimated 

epipolar lines 

(two sets per image). Note that the two 

families of epipolar lines 

associated with an image typically 

contain (near) degenerate pairs 

that can be disambiguated using trili

nearities. 

 

3.4.  预执行 

命题 5可以被用来估算向量 与三个非共

线的针孔摄像机在三个图像中的只有6个对

应项：这些向量的初始值在相应的投影矩阵

中很容易获得，估算用一个仿真投影模型【2,

18】匹配点的 6个三目镜。向量 是通过

最小化均方所有数据点和对应的三焦线，极

线之间的距离得到精确化的。我们有构建了

这个方法的一个初步实现，图 6显示了三张

图片中的一个示例和 38对应项，和对应的

极线和三焦线。表 1显示了数据点和这些行

之间的平均距离。极线的平均距离大约是一

个像素，且比得上从同数据的成对图像中通

过传统估算技术获得的基本矩阵。【4，Ch. 

8】。从另一方面来讲，我们的方法是构建健

壮简并的位于三目镜平面附近的点。进一步

的实验和其他三目镜几何学的最小参数化

的比较是理应需要我们的方法进行验证。 

 

4.  讨论 
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我们同事有几何学和分析学的多视角几何

的三线性点的特征表述。虽然我们展示的本

质主要还是理论的（真正三焦点的限制是什

么？），我们的分析导致了共线和非共线的

针孔三目镜几何学的一个新的最小参数化，

而且我们已展示了一个非共线例子的预执

行。一个实现及其扩展共线情况的成熟的实

验评估正是我们的下个议程。 

 

 

当然你可以疑惑四条线相交于确定的一点

的事实是否也被几何地分析地描述了。事实

上，存在一个张量表达对应的四观点的约束

[20]，冗余和极线三焦点约束已被证明。回

顾过去，几何学上很明显地四条线相交于一

点的充分必要条件是他们之间任意两个三

焦线可以：这接着立即这些三目镜有共同的

两条线的事实，所以这两条线的交点也是四

条线的交点。 

 

换句话说，没有必要去写任何方程去考虑四

条线共同替代一系列例子中三目镜不加的

几何图片。在另一个方面，四条线的自然的

代数约束是他们为线性相关，这等同于写下

所有 6×4矩阵的 4×4部分包络他们的

坐标向量为零。这产生了一系列约

束相似的情况。然而，一个三级的线组的项

不必要相交于一个单点：他们反而组成了一

个 regulus，在图 3展示的立体几何中的其

中之一，这当然包括了线束。对他们自身来

说，（已知的）既不充分也不必要去描述对

应视线相交的事实。有趣的是，这一小步可

能是未来的一大步。 
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