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使用约束二元回归来解决一般各向同性表面的光度立体法 

文摘 

本文提出了一种光度立体方法是用纯粹的像素宽，以稳定的方式处理一般的

各向同性面。按照最近提出和瓣各向同性反射功能的表示，我们构建那里的回归

函数是由平滑的，二元 Bernstein 多项式来逼近约束二元回归问题。未知法线矢

量是从未知反射功能中分离的，通过考虑图像形成过程的逆表示形式，那么我们

就可以精确地通过求解一个简单而有效的二次规划问题计算未知表面法线。广泛

的评估表明最先进的性能使用合成和真实世界的影像是正在进行。 

 

1. 介绍 

 

光度立体视觉预测在不同的照明条件下，物体表面法线的外观变化。自从伍

德姆第一次介绍朗伯场景光度立体，延伸到现实世界表现出超越朗伯模型多样

性，这已经引起了广泛的兴趣。 

 

传统上，某些参数反射模型是假设反向解决光度立体问题。其中最流行的一

类是假定一个基本的朗伯模型，但增强与异常检测处理所有非朗伯区域的场景。

这种策略对于阴影和图像噪声是数值稳定且相对稳健，但复杂的反射如粗糙镜面

反射可能是极具破坏性的，与第一类相反的，第二类方法对非朗伯反射异常使用

非线性双向反射分布函数（BRDF）。虽然这些方法更能够处理各种各样的物体，

包括粗糙的表面，但它们可能遭受到的数值不稳定性来源于复杂的非线性优化。 

 

不是显式建模的参数化形式的反射，反射的单调性最近已经集成在光度立体

视觉的问题。Chandraker 和 Ramamoorthi 表明各向同性 BRDF 包含裂片的总和，

其贡献于反射强度而单调减小的表面法线偏离远离方向上的反射波瓣被浓缩

（即，被称为一个优选方向）。以下这句话，表面法线已经恢复正常，使用反射

函数的单调性假设下该波瓣的数量是 1并且其优选的方向是已知的（例如，在照

明方向中，一半矢量）。虽然有效，但这些方法具有高度破坏性，当在优选的方

向上的假设是不正确或反射函数是有两个或更多个波瓣时。此外，据我们所知，

这两个方位角和仰角的同时估计从未通过强制的反射率函数，其具有优选方向是

从照明矢量不同的单调性实现（注意，假设表面法线的方位角是已知的）。 

 

本文通过强制的反射率函数单调性与未知叶数量和优先方向提出了光度立

体算法的一般各向同性现场表面法线的准确估计。为了这个目的，二元反射模型

开发在第 2中，其中 pixelwise 出场是公由二元单调近似（因此可逆）的表面法

线与照明方向之间的点积平滑函数和照明和观察方向之间。然后，我们可以考虑

在图像形成过程中，其中的未知正常矢量从未知单调逆反射功能分离的逆表示。

通过使用的 Bernstein 多项式参数化了后者，我们获得了一组在两个表面法线和

反射参数的约束线性方程组，从而导致一个简单的，二次规划问题。 

 

    所提出的架构的好处，从一个有效像素明智优化，很容易适合于并行处理和

不要求典型的平滑约束为对象结构和反射率，这可能会破坏精细细节的恢复。 



                数字图象处理作业 The task of Digital Image Processing                                                                                                      

 

2. 使用约束二元回归光度立体 

 

在本节中，我们制定了光度立体的约束二元回归问题。今后，我们依靠以下

假设： 

（1）相机和对象之间的相对位置被固定在所有的图像。 

（2）目的是通过一个点光源在无穷远，从不同的和已知的方向照射。 

（3）相机视图是正交，并且辐射响应函数是线性的。 

 

2.1 问题陈述 

 

   真实世界对象的多样化的外观可以通过BRDF (ρ)表示涉及所观察到的强度I

在给定的点上的相关联的表面法线 n ∈ R3，传入的照明方向 l ∈ R3，和即将离

去的观察方向 v ∈ R
3
通过 I = ρ(n,l,v)max(nTl,0), (1).其中 max(nTl,0)为

附加阴影。有一个问题，光度立体恢复表面法线 n的一个场景由反解方程（1）

的集合 M是观察在不同的照明条件下。请注意，除了未校准的光度立体视觉问题

如[ 8 ]，L 和 V 通常是已知的。 

 

   最近 chandraker 和 ramamoorthi [ 6 ]提出了半参数的各向同性 BRDF 表示

为和不同的 K函数       

(2) 

 

这里ρk是（未知）的非线性函数，并且 αk (即., ||αk|| = 1)被称为优选的

方向，沿其ρk集中。已知的物理上有效反射率函数满足以下要求。 

（L1）单调性：ρk
0 > 0 

（L2）非负性：ρk ≥ 0. 

（L3）传递彻底的由来：ρk(0) = 0. 

 

Chandraker 和 Ramamoorthi[6]已经表明，逆求解方程（2）根据已知的表面法线

给出了各种各样的各向同性 BRDFs 好估计未经维度的魔咒痛苦。不幸的是，然而，

求解方程（2）直接是极其困难的，因为在光度立体视觉问题的背景下有大量的

未知参数，其中一些重合在相同的术语(例如, n,αk, ρk)。因此,大部分的常规

光度立体算法假设反射功能的主要优先方向是独一无二的和已知的。 

 

相反，这种做法，我们只能假设每个功能(ρk)的首选方向(αk)躺在由照明跨越

平面和观察方向为 

（3） 
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其中，pk和 qk是非负未知数的值（即 pk≥0，qk≥0）。αk 的自由度实际上是 1，

因为||αk|| = 1。然后，这个假设为我们提供了以下重要的结果。 

 

定理：假设在一个表面点无阴影（即， 以及 Ii≥0，其中 i是光

的指数）和ρ(n,l,v)在方程（1）具有方程（2）的形式。其参数满足实际的有

效的 BRDF 的要求(L1)–(L3)和方程（3）。然后，它可以保证至少存在一个连续

的二元函数 f(x,y) ，∀x,y ∈ [0,1], 其中满足 f ≥ 0,∂f/∂x > 0,∂f/∂y ≤ 0

和∀i Ii = f(n
Tli,li

Tv). 
证明：从公式（3），nTαk被变换成 

 
在这里，我们用||l|| = ||v|| = 1。方程（4）示出了 nTαk是非递减对于 nTl
与固定 lTv 和非递增对于 lTv 与固定 nTl，因为 p,q 都是非负常数的值和 nTv 是恒

定的不同的灯光。从(L1)，可以保证每ρk(n
Tαk)也是非递减/非增对于nTl和 lTv，

无论它们是否固定的。将这些结果代入式（1）和式（2），可以证明 I是单调增

加对于 nTl 与固定的 lTv，和非增加 lTv 与固定 nTl,，这意味着我们可以定义连续

函数 f（x，y）满足 f ≥ 0, ∂f/∂x > 0, ∂f/∂y ≤ 0 和∀i Ii = f(n
Tli,li

Tv)当
Ii ≥ 0 和∀i 0 ≤ nTli,li

Tv ≤ 1。 

 

我们说明这个定理在图 1（a）。我们注意到，假设 f(x,y)总是通过 Y轴（即，

f(0,y) = 0）不限制任何一种各向同性的 BRDF 表示由方程（1）因为 I = nTlρ 

 

下面这个定理，我们制定了光度立体的约束二元回归问题，其图 1。（a）：集

合{x,y,z} = {nTl,lTv,I}在连续函数 z = f(x,y)满足∂f/∂x > 0, ∂f/∂y ≤ 0 和

f(0,y) = 0。（b）：三维点 f也躺在反函数(x = g(y,z))中。 

 (5)  

（L4）单调性（X）：∂f/∂x > 0。 

（L5）单调性（Y）：∂f/∂y ≤ 0。 

（L6）非负：f ≥ 0。 

（L7）穿过 y轴：f(0,y) = 0。 

 

我们把公式（5）称为正向二元反射模型。这一提法的主要好处是，我们并不需

要明确地近似瓣 K 数量和他们的首选方向αk。然而，有一个关键的问题，未知

参数即在同一术语的重合 n和 f。我们克服了这个困难，通过约束二元回归框架

应用于方便，逆向的成像模型。 

𝑥   

𝑧   

𝑦   𝑦   

𝑥   

𝑧   

𝑥 𝑖 , 𝑦 𝑖 , 𝑧 𝑖 = { 𝒏 𝑇 𝒍 𝑖 , 𝒍 𝑖 
𝑇 𝒗 , 𝐼 𝑖 }   

( a )   ( b )   

𝑧 = 𝑓 ( 𝑥 , 𝑦 )   𝑥 = 𝑔 ( 𝑦 , 𝑧 )   

1 . 0   1 . 0   1 . 0   1 . 0   

0 . 0   0 . 0   
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2.2。双变量逆反射模型 

 

f(x,y) (L4)严格单调性保证的功能，给 x = g(y,f(x,y)) = g(y,z)，其中符合

以下要求。 

（L8）单调性（Y）：∂g/∂y ≥ 0。 

（L9）单调性（Z）：∂g/∂z > 0。 

（L10）非负性：g ≥ 0。 

（L11）穿越 y轴：g(y,0) = 0。 

证明，已为简洁起见省略了，很明显通过观察图 1-（b）可得出。从定义,每个

三维点{x,y,z} = {nTli,li
Tv,Ii}(i = 1,...,m)躺在 f也躺在 g中如下。 

nTli = g(li
Tv,Ii) i = 1,...,m. (6) 

对于与方程（5）相反的方程，我们称方程（6）为逆二元反射模型。我们的目标

是现在更新恢复表面法线 n和一个连续的二元函数 g的一些形状的限制

(L8)–(L11)。等式（6）的基本优势，是 n和 g 的未知变量是分开的，这有助于

简化问题。 

 

   G 的约束限制了方程（6）的解空间，但还仍然存在一对 n和 g是可行的解决

方案，因为它们是稀疏分布在{y,z}.的有效范围中。为了减少问题固有的模糊性，

我们进一步假设的参数化模型的逆元反射率函数 g(y,z)。鉴于方程（6）的左边

是线性的未知法线向量 n，为了计算简单，我们想实施一个类似的线性在右边，

在我们的参数化表示 g(lTv,I)（我们省略下标为简单起见）。为此，我们选择表

达式 g(lTv,I)为求和 p已知非线性基函数 gk(l
Tv,I)由一个未知的系数向量加权

β , [β1,...,βp]
T,导致表示非线性在 lTv 和 I, g(lTv,I)是明显线性在 β。 

 
我们需要仔细选择 gk因为估算多元回归函数受形状的限制与紧凑的支持是

具有挑战性的，通常是非常耗时的。在这里，我们采用了二元 Bernstein 多项式，

其中形状受限的回归函数的估计被表示为一个二次规划问题的求解，使得它在计

算上有吸引力的。此外，伯恩斯坦多项式近似自然选择平滑功能是很少的计算量，

不像其他非参数回归函数（例如，平滑样条），其中隐含强制 BRDF 的平滑。 

 

二元伯恩斯坦多项式是由多个基函数组成的 

 

在这里 0 ≤ xi ≤ 1 和 Ni是 xi的多项式阶的话，这将被选择作为函数的样本大

小 m。（Ni = o(m
γ

i )与 γi > 0 经由流行 V形折交叉验证方法适当选择，如图）。

我们变换 Ii(i = 1,...,m)让它在[0,1]区间通过简单的线性方程 Ii ← Ii/max(I)。
注意当 li

Tv 自然在 [0,1]上时，我们只考虑 v = [0,0,1]T 和 lz > 0。然后，g的
二元伯恩斯坦多项式近似表示为 
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不同的 B样条的程序（这可能需要对系数二次约束），对平衡的形状的限制（例

如，单调性，非负性）在方程（9）上很容易通过编码的线性约束，即 Aβ ≥ 0

和 Cβ = 0，其中 A,C 形状约束矩阵。以下，形状约束矩阵所需的我们的问题定

义如下。 

 

（1） 单调性：∂g/∂y ≥ 0 和∂g/∂z ≥ 0。（L8），（L9）g 的一阶偏导数相

对于 y的在等式（9）中可以表示为 

 

从式（8）的定义，很容易证明，伯恩斯坦依据多项式是非负相对于 0 ≤ y,z ≤ 

1。因此，非递减的约束（即，∂g/∂y ≥ 0）是简单地通过执行 βky+1,kz ≥ βky,kz

实现。 

非递减的约束相对于 Z（即∂g/∂z ≥ 0）也以相同的方式实现的。线性约束的限

制矩阵 Amonoβ ≥ 0 被表示为 ，这是由子矩阵

RNy(Nz+1)×(Ny+1)(Nz+1)    和 Az 
∈ RNz(Ny+1)×(Ny+1)(Nz+1), 其中 Ar确保

对于函数 r的单调性。请注意，严格单调性约束∂g/∂z > 0 降至∂g/∂z ≥ 0 以便

计算简单。 

 

（2） 非负性：g ≥ 0. (L10) 

g 的非负性保证当∀i βi ≥ 0,因此，限制矩阵的线性约束为

 

 

（3） 通过 Y轴：g(y,0) = 0. (L11) 
从等式（8）的定义，bky,kz(y,0) = 0 对于所有 kz 6=0。因此

  当∀ky βky,0 = 0 时对于任意的 y变成 0 

 

2.3 解决方法 
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通过替换等式(9)插入到逆二元反射模型。方程（6）就变成了 nTli = β
TbNy,Nz(li

Tv,Ii)

 i = 1,...,m, (11) 其中的 Bernstein 多项式的系数（β）是通过下面的

方程限制： 

。 (12) 收集多种观察值在不同的照明方向下的相

同像素。方程（11）可以合并为以下线性问题： 

LTn = BTβ. (13) 

这里 和 通过

合并未知的变量(n,β)，这个问题转化为 Px = [L − B]Tx = 0, (14)，这里

和 nx,ny,nz是表面法线的三要素。为了不失

一般性，我们可能会避免退化 x = 0 解决方程（14）通过限制  

这意味着 cTx = 1，其中 c = [1,...,1]T
。由于外观的变化(I1,I2,...,Im)在不同

的照明条件下(l1,l2,...,lm),最佳的表面法线(n)和模型参数(β)是通过求解线

性约束问题中恢复 其中

和 注意公式（5）可以由一般的二次规划有效解决。 

 

3 处理反光材料。 

 

如果一个目标对象的反射服从公式（2），我们通过求解方程（15）的方法

合理地恢复物体的表面法线。然而，我们的方法的一个限制是，这种假设是不满

足反射材料的，那是观察在粗糙表面上，等式（2）不具有对这种反射能力的表

示。在反射材料的情况下，我们的表面法线估计失败，因为违反了（L5）中的通

过在反射随着 lTv 增大的后向反射器的功率也增大行为。虽然它可能限制了可用

的材料，幸运的是我们已经发现，我们的方法实际上仅通过扭转等式（15）( use 

(L8)’ ∂g/∂y ≤ 0 instead of (L8))中 lTv 上的单调性约束的方向来处理反射

材料。因为反射材料不影响 nTl 的单调性，而它们统一在 lTv 在 BRDF 空间的单调

方向上。当然，问题是我们不知道的材料是反光或不反光。为了克服这个困难，

我们提出了同时处理非和可以反光材料的实用方法。. 最重要的发现是，当我们

错误地限制问题，回归通常会失败。因此，在我们既有的约束下回归输出，我们

可以判断哪些约束是最佳的通过检查回归错误。然而，我们的经验发现，比较等

式（15）回归误差不工作，因为柔性伯恩斯坦多项式通常被很好地拟合观测，即

使该约束是不正确的。相反，我们计算下列线性回归误差 E，为了选择最优的解

决方案： 
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这里，n是一个回收表面法线通过求解方程（15），根据在任意的两个方向的单

调性约束为 lTv。我们干脆选择了其中 E是小的方向。这个策略很简单，但非常

有效，因为我们将在第 4节展示。 

 

4.实验结果 

 

在本节中，我们评估我们在合成和真实的图像数据的方法。所有实验均在

Intel 酷睿 i7-2640M（2.80GHz 的，单线程）机 8GB RAM 进行，在 MATLAB 中实

现的。为定量评价，我们产生一个前景面具球体的 32 位 HDR 图像（256×256）

在不同的 BRDF 设置下：（A）常见的物理现象或 BRDF 及（B）测得的 MERL BRDF

数据库[14]。照明方向被随机从具有位于中心的对象的半球选中。另外，对于第

三数据集，表示为（C）中，我们使用了真实图像用于定量评价我们的方法在实

际的情况。对于每个数据集，阴影是通过简单的阈值移除其他作品，如[16]（阈

值阴影去除手动固定在算法，但在不同的对象）。因为地面实况表面法线在数据

组（A）和（B）中提供，当我们使用这些数据集时定量评估我们的方法，通过回

收正常映射和地面实况之间的角度误差。 

 

4.1 合成的 BRDF 的评价。 

 

我们使用在合成的图像数据集（A）计算的性能下，使用五种常见 BRDFs 但

在 100 种不同的灯光下产生。在这里，我们比较 

 

图 3 实验结果显示数据集（A）用不同数量的图像。一个公平的评价，我们显示

平均的非阴影像素，加入我们的算法在 X轴而不是图像的数量。 
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图 4 与[17]比较。括号中的值是加到真方位角地图的弧度值。嘈杂的方位地图是

在[17]中使用。该标志被随机选择。 

 

图 5.评价的计算时间。我们说明了像素计算时间为 Bernstein 基函数及电灯的

数量的每一种组合。 

 

我们的方法是用标准朗伯最小二乘回归为基础的方法（LS）和用最近朗伯稀

疏回归与稀疏贝叶斯学习来实现的（SBL）（λ是固定的 10-6）。我们的方法也与

最近的参数非朗伯光度立体法的二次反射模型（BQ）进行比较。在这个实验中，

我们固定（Ny, Nz）在方程（11）（1,5）来审视我们对这些参数的方法的稳健性。

评估具有不同频率，我们首先使用观测频率变化呈现与在以前的工作，只有工作

于低频的反射率值使用的模型的比较我们的模型的灵活性评估我们的算法。在这

里，高频镜面反射是通过非阴影像素分别排在下面的 Tlow%的强度丢弃(10 ≤ Tlow 

≤ 100). 

 

其结果如图 2所示，总体而言，我们观察到，我们的方法优于其它算法，几

乎所有频率的 Lafortune，Ashikhmin，雪莉和奥伦 - 纳亚尔模型，以及库克 - 

托兰斯和沃德车型进行竞争与 SBL。由于我们的逆反射模型和简单 LTV 约束选择

策略，有趣的是，我们的方法可以很好地用于在奥伦-纳亚尔模型具有强的回射

的反射，而且它也工作得很好，当所有的频率都包含不同于其他方法。然而不幸

的是，我们的方法不工作时，图像的数量是非常小的，这将在下面讨论的工作中。

有效的输入图像数 
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我们也评估我们的算法，用不同数量的图像来寻找所需是有效回收的有效数

字。该结果显示在图 3中，我们观察到，为了使算法工作所需的图像的最小数量

约为 20 和超过 60 个是被要求为稳定重建的，因为我们的方法可能遭受来自过拟

合，当输入图像的数量是非常小的。与另一个单调为基础的方法在这一节中的比

较中，我们比较我们的方法与最近仰角估计算法[17]假设该主导反射波瓣指着半

矢量方向。我们产生了地面实况方位角地图和方位角地图与一些弧度的错误，因

为[17]需要方位角图作为输入，而我们的方法同时恢复正常的所有元素。从 0.05

变化到 0.3 弧度的误差加入到该地面实况方位角值，其中所述误差的符号被随机

选择。其结果示于图 4，我们观察到当真正的方位角分别获得，在库克 - 托兰

斯和沃德数据集[17]优于我们的方法。然而，由于错误的量增加时，差异变小，

最后我们的方法优于[17]。如我们预期，[17]并没有为 Lafortune 和

Ashikhmin–Shirley 模型工作，因为这些模型假设违反他们的工作。 

 

计算时间的评价 

 

在这里，我们需要研究我们计算的计算时间。我们试图在方程（9）中找到

Ny和 Nz和 m的各种组合，来解决我们的优化问题方程。 方程（11）使用在 MATLAB

中 lsqlin 功能。评价结果显示于图 5。。这里，我们提出一个每像素的计算时

间内解决一次的最优化问题。因此，实际的计算时间是两倍，在该图中，我们应

用我们的算法两次来区分的反射材料。我们观察到，计算复杂性是依赖于基函数

的数目，而不是照明的数量。 

 
4.2 与实测 BRDF 的评价。 

 

在这里，我们评估我们的方法的性能数据集（B）。我们的图像是生成在 300

个不同的照明和 100 种不同的材料下，来自梅尔 MERL BRDF 数据库[ 14 ]。在这

个实验中，我们的方法也与 LS [ 20 ]，SBL [ 11 ]，和 BQ [ 16 ]。LS，SBL

相比，和我们的方法观察所有频率而只有 BQ 与 Tlow =25 和 Tlow = 100，模型最初

被设计为表现低频观测。在这个实验中，我们固定 Ny = 3=和 Nz= 5 和执行我们的
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方法使用/不使用反光检测算法描述在第 3节中描述的，用以验证该过程的有效

性。 

 

结果如图 6 所示。我们观察到，我们的有效反射检测方法优于其他算法的最

重要材料。BQ (Tlow = 25)的一些材料是更有效的，但我们强调，我们的方法是能

够处理在观察中的所有频率，因为我们灵活的反射模型，而 BQ (Tlow = 100)不适

用于大多数材料。我们还观察到，无向后反射检测方法的角误差均比我们的方法

表现出强烈的反光检测，向后反射检测材料相对较大（例如，山鸟织物），这表

明我们的反射检测算法工作的很好对于那些材料。最后，平均角度误差超过 100

的材料分别是 12.5（LS），6.2（SBL），13.1（BQ，Tlow = 100），1.7（BQ，Tlow 

= 25），2.4（我们的方法没有反射检测）和 1.2（我们的方法有反射检测法）。 

 

4.3 真实图像的定性评价。 

 

我们也评估我们的算法通过使用真实的图像：（1）100 个两面图像（该数据集

是从[ 21 ]），（2）100 个 doraemon 图像，和（3）44 个 fatguy 图像（这两图

像数据集是从[ 11 ]）。在这个实验中，我们比较了我们的算法与 LS [20]，SBL 

[11]（λ=10−1）和 BQ [ 16 ]（Tlow = 25 和 Tlow =100）。请注意，我们的方法使

用了一个向后反射的检测方案 

和我们固定(Ny, Nz) 是（1，5）。对于每个数据集的阴影去除阈值是人工选择，

但算法是固定的。 

 

实验结果如图 7 所示。我们在这里展示了通过用固定规模的泊松方程来重建

表面法线贴图和表面网格。我们观察到，我们的方法成功地估计平滑的和更合理

的法线贴图和表面网格。我们也观察数据集 BQ (Tlow = 25)的工作差，因为阴影

不能由一个简单的阈值完全除去，因此观察低频分量是不可靠的。与之相反，我

们的方法表现良好，因为我们的方法可以解释所有观察不丢弃信息的高频分量。 

 

5，结论。 

 
在本文中，我们提出了基于约束的二元回归光度立体视觉，它工作在各种各

向同性的表面，通过利用各种条件的共享在实际有效的 BRDFs 中。我们的详细的

实验结果表明我们的方法，对合成和真实数据是有最先进的性能。目前的限制是，
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该方法执行一个全局单调约束方面的 lTv，这可能不是真正的具有复古和镜面反

射表面，虽然他们很少在现实世界中观察到的。另一个限制是我们认为的影子提

前被从图像中丢弃，这可能在实际场景是不切实际的。为了缓解这种状况，我们

感兴趣数据清理方案用类似的方式[11]。 

。 

 

 

 

 

 


