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相机的什么运动揭示了未知 BRDF 的物体

的形状 

Manmohan Chandraker 

NEC(日本电气股份有限公司)美国实验室, 库比蒂诺, C 

摘要 

心理物理学研究表明，物体的运动线索能够显示其形状甚至未知的反射系

数。最近的计算机视觉工作中，研究人员都曾考虑到用光源或物体运动来实现对

一个 BRDF(双向反射分布函数 Bidirectional Reflectance Distribution 

Function) 未知的物体的形状恢复。本文对于未知各向同性的 BRDF，讨论摄像

机（小的或不同的）的运动来确定物体形状的剩余问题。我们的理论以未知各向

同性的 BRDF，得出了一个涉及摄像机运动至一个曲面深度的差分立体关系，并

推广了传统的 Lambertian 假设。在正投影中，我们展示的形状可能一般不会受

到限制，但两项由普通材料展现出的议案还是能够为一些限制的（还不得而知）

BRDF 产生不变量。在立体的情况下，我们证明了三个立体差分足够为未知各向

同性 BRDF和方向未知的照明产生曲面深度，然而额外的限制是由 BRDF和照明的

获取限定造成的。我们的理论强加的限制是形状恢复问题的固有性和有关创建方

法的选择自主性。我们为重建方法利用我们的理论的潜在性这一实验做出概述。

我们从由光线，物体或照相机的运动产生的形状的有关理论说明了这一趋势，并

叙述了成像复杂性对于重建的困难。 

1. 引言 

图像的形成是由形状、光照和照相机相互作用，并受材料的反射率支配的结

果。物体的运动，光源或相机是从图像中恢复物体形状的重要的线索。在运动物

体的光流[7,9]、光源运动的光度测定立体[19]和照相机运动的多视角体视[15]

方面，这些线索每个都在计算机视觉中被广泛研究。决定材料特性的双向反射分
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布函数（BRDF）是复杂的，而且往往不知其性质，因此诸如亮度的稳定性和

Lambertian反射率之类的假设的简化通常被使用。 

然而，心理物理学研究已经证实，复杂的反射率不妨碍对形状的感觉 [16]。

相应的，最近计算机视觉的作品显示，光源或物体的不同移动都能告知物体的形

状甚至未知的 BRDF。本文用相机的不同移动来解决显示未知 BRDF的物体的形状

恢复的特征的剩余问题。 

我们通过提出一个不同的微分立体关系来开始第 3章节，这个关系涉及摄像

机的运动深度，从而解释一般材料用一个各向同性 BRDF 形式的行为。传统的

Lambertian 体视的弥散的照片一致性都遵循一个特殊的情况。令人惊讶的是，

研究一系列动作能消除 BRDF对微分立体立体的依赖，而这能够被显示出来。 

微分立体立体的数学基础表面上与对象运动的差分连贯性相似[4]。然而，

虽然在[4]中我们认为 BRDF 是黑盒函数，但分析明确地考虑了各向同性 BRDF 的

正交依赖性来导出新的认识。这么做一个特别的好处就是，原本给形状恢复带来

更多困难的相机运动情况，能够被显示出其模糊的存在。 

因此，第四章节通过对一般各向同性 BRDF 的曲面的形状约束可能不是用照

相机运动的线索导出的，对正投影得出了否定的结果。但是，通过塑料、金属、

一些涂料和织品等普通材料的表现，我们得出几个受限的各向同性 BRDF 正交不

变性的存在。这一不变性显示出线性偏微分方程(PDE)的特点，其指出拓扑等级

达到了重建可能表现出来的等级。 

第 5 章节显示，未知各向同性 BRDF 的物体，在未知的定向光照下，可能通

过三个或三个以上的相机运动运用微分立体立体关系即可获得其曲面深度。此

外，我们表明，曲面梯度的额外线性约束对于上述 BRDF 受限的家族是可以获得

的。因为深度信息不是通过假设弥漫的照片一致性来获得的，而一个虚的建立在

材料类型上的假设甚至能产生更丰富的曲面信息，所以这些结果大大地推广了

Lambertian体视。表 1概括了本文的主要理论成果。 

最后，第 6章节探讨有关物体、光源或照相机运动的差分理论间的关系。我

们讨论了他们使形状得以恢复的共同特点，以及涉及从曲面重建的困难到图形建

立复杂性的共同趋势。表 2概括了那些从运动中得来的形状透视。 



                数字图象处理作业 The task of Digital Image Processing                                                                                                      

 4 

2. 相关工作 

由于差分运动带来的涉及形状的强度变化在计算机视觉中有着显著的历史，

其可以追溯到光流的研究[7,9]。在早起作品中已经意识到了 Lambertian 假设的

局限性[11,18]。 

照相机 光照 BRDF #运动 曲面约束 形状恢复 理论 

Persp 未知 Lambertian 1 线性等式 深度 体视 

Orth 

Orth 

Orth 

未知 

未知 

未知 

一般, 未知 

视角, 未知 

半角, 未知 

- 

2 

2 

Ambiguous 重建 

Homog 线性偏微分方程 

Homog 线性偏微分方程 

 

- 

水平曲线 

Char.曲线 

命题.3 

命题.1, 6 

命题.4,7 

Persp 

Persp 

Persp 

未知 

未知 

已知 

一般, 未知 

视角, 未知 

半角, 未知 

3 

3 

3 

线性等式 

线性等式+ Homog 线性偏微分方程 

线性等式+ Homog 线性偏微分方程 

深度 

深度+梯度 

深度+梯度 

命题.8 

命题.5,2 

命题.9 

表 1 概括了本文的主要研究成果。需要注意的是 K相机运动产生了 K+1图像。 用正交

的依赖性和函数的功能形式来描述 BRDF。更多受约束的 BRDF或光照能产生更丰富的形状信

息。此外，请参考第 6章节的讨论。 

 

一些体视方法已经被开发出来用于处理非 Lambertian 的材料。Zickler 等人

利用 Helmholtz 互易原理处理任意 BRDF 物体的重建[20]。几特性状已知的参考

形状以及各种材料模型被用于基于基于实例的方法中[17]。Savarese 等人研究

镜面的立体重建[14]。相反，本文不注重重建方法，而是探讨了从相机运动得到

的图像序列如何显示未知各向同性 BRDF物体的形状。 

光源和物体的运动也被用来了解未知 BRDF 物体的形状。基于小光源运动的

测光体视在[5]中呈现，而[6,12]中考虑了光学溢流的广泛概念。Sato等人使用

在变化光源下各标准的变化和辐射轮廓之间的一个等距关系，去处理反射比未知

物体的形状恢复[13]。 

Chandrakeret等人的成果与本文密切相关，他们运用源[2]或物体[4]的不同

运动，得到未知 BRDF 物体重建所能表现的拓扑等级。本文使用第三个线索即相

机运动，派生了形状回复的限制。整篇文章都在探讨框架之间的共同点和差异，

且在第 6章节进行了概括。 
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3. 一般 BRDF 的微分立体 

在本节中，我们陈述我们的假设，推导出对于未知各向同性 BRDF 的相机运

动和曲面深度之间的关系。我们还提供了一些该关系上的直觉，这将被用于后续

的形状恢复结果。为了便于介绍，我们偶尔会向读者标明扩展版本[1]中的细节

信息。 

3.1. 微分立体关系假说的推导和设置 

我们假设物体和光照是静止的，而相机是移动的。对于刚体运动，我们的分

析认为其等效于一个固定的相机，而物体和光源正在进行相反的运动。光照假定

是定向且遥远的。BRDF 对象假定是均匀和各项同性的，且具有未知功能的形式。

我们作出一个技术性假设，对于整个对象来说，相机的方向是恒定不变的1。全

局照明效果被认为可以忽略不计。 

设相机的焦距为 f。相机模型可透视到 f 为无穷大，表示方法为 f→∞。图

像平面上的主点被定义为三维坐标系的源点，且相机中心处于 (0,0, )Tf 。表示

1f   ，三维点 x ,z)Tx y  , 在 u=(u,v)T

上成像，且 

(1 ) , (1 )z u x z v y          (1) 

运动场 让相机经刚体转动
~
R 和翻转

~
，我们等效假定对象和光源进行了旋转

1~
R R



 和翻转
~

1R   ,而相机是固定的。对于不同的运动，我们近似认为

×R I + [ ]≈
， 1 2 3= T   （ ， ， ）。 

运动场 , v Tu
 

    是微分获得的图像进行差动得到的。我们建议读者参考之

前的作品从而了解其的推导过程，比如[11,4]，在这里我们仅仅将运动场描述为

一个与[2]相似的形式。 

透视：     2 2 4 1
1 31 1

Tz z

z z

   
      

 
     (2) 

                                                        
1准确来说这个假设是建立在正交相机之上的，但是在不同观看方向下，仅一个透视投影近的似可能会随物

体的尺寸不同而变化。相对于物体的尺寸，在相机不是太靠近物体这一特殊情况下，这个近似是合理的。 
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正交：       5 2 6 1, Tz z              (3) 

其中， i ，i=1,…,6 是， ， u 和的公知函数，， ， u 和代数形式示于

[1]. 

微分立体关系 设 s 是光源方向， v , T 0,0 -1) 为照相机的方向，对于一个曲面

上的三维点 x ,z( , ) Tx y x y  , ) ，其单位标准是 

1
2 2 2

1 2 3 x y x yn n n ,n ) = z z ,1) z z , 1)T T


    , , ,      (4) 

其中 x yz z ,z T    是曲面梯度。对于均匀各向同性 BRDF ，在遥远的光源照射

下，一个三维点 x 的像素 Ú 的图像亮度被假定为 

u,t = x x,n,s,v            (5) 

其中，是反射率，中包含余弦衰减。这是一个合理的成像模型,其包含传

统模型如 Lambertian，而且允许由空间不同的反射率调制的一般 BRDF。我们不

对的函数形式做任何假设，除了平滑度。 

对(5)两边做全导数，我们得到 

u v t
d d+ v+ = x,n,s,v +
dt dt

u I I
  

          (6) 

因为本质上是定义在面上的坐标，所以其全导数就消去了。我们考虑的刚体运

动， n n


  且 s s


  ，而相机方向保持不变。用链式法则微分，并注意到

, v Tu
 

    为运动场，我们得到 

( I) nT T T T

u t x n sI s               (7) 

其中， = x


 是线速度，上面的讨论在(7)中仅仅从直觉上给出了微分关系，我

们建议读者参看[1]中的严格推导过程。 

相对于我们设定的遥远光照和均匀反射，我们可以假定 x 
是对实验结果的

影响是极为微小的。我们将(5)带入(7)中进一步划分(7)的两边，得到： 

s( E) ( log s log )T T

u t tE n           (8) 

其中，对 3a R ，我们使用了符号 logE I 和恒等式 naT T

a a        ，
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1loga a

   。我们称(8)为微分立体关系。 

3.2. 理解微分立体关系 

Lambertian 立体概括 微分立体关系(8)给我们的最初的直觉可能是其推广了

传统 Lambertian 立体。对于经过已知运动产生的两幅相关的图像 1I 和 2I ，

Lambertian 立体寻求最能满足亮度恒常性的深度 z： 1 2( ) ( ( ))I u I u z  。将

Lambertian 反射公式 n,s,v n sT   带入(8)中，我们得到 

1 1( E) ( (n s) s s (n s) n) = =0T T T T T

u tE n              (9) 

这正好证明了亮度的恒常性(图像亮度的全导数为 0)。因此，传统立体强加的分

散的光一致性是我们理论的一个特例。 

物体运动关系 [4]中推到了物体运动的微分流量关系。BRDF 作为对光源照射所

产生反应的导数，微分立体关系(8)对其有着额外的依赖关系。这是显而易见的，

因为在相机运动的情况下，物体和光照相对于其都在移动，然而在物体运动的情

况下，只有物体在移动。因此，直觉上照相机的运动产生了更困难的重建问题。

事实上，正如我们即将介绍的，光照对(8)的依赖性产生了有些惊人的额外奇异。 

相机运动的歧义 现在我们决定性地抛开[4]中的分析，那么可以得到一些额外

的见解。也就是说，我们不把各向同性 BRDF 彻底地当做黑箱函数，而是明确地

考虑它们在正常、光源照射和相机方向不同情况下对角度的依赖性的物理性质。

我们定义： 

n s= log + logn n          (10) 

它允许我们将微分立体关系(8)重写为： 

( E)T T

u tE          (11) 

实体 是我们理论的核心，因为它捕获了微分立体对 BRDF 的依赖。其现实意义

是，任何寻求材料行为不变性的形状恢复方法，要么必须模拟它，要么必须消除

它。而我们采取后一种方法。 

以下的定义导致了用各向同性 BRDF 恢复形状的固有观测： 

命题 1. 相机主平面上的二维向量捕获了微分立体的 BRDF 依赖性。 
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证明：因为一个各向同性 BRDF 依赖于正常、相机和光照方向之间的三个夹角，

我么可以写出： 
~
(n s, v,n v) log n s vT T Ts          (12) 

令 n sT  ， vTs  ， n vT  ，然后应用链式法则微分，我们可以重写(10)为： 

~ ~

n s= log + logn n      
~ ~ ~ ~

( ) ( v) ( ) ( v)n s n s n s             

~ ~
( v) ( v)n s            (13) 

从 (13)中  的形式可以明显看出， v=0T 。对我们选取的坐标系，我们有

v , T 0,0 -1) 。因此 

         3 0          (14) 

由此可见，依赖于 BRDF 的实体 1 2 ,0)T   , 位于相机的主平面上。 

这是一个重要的结论，即限制程度到可能从微分立体中恢复过来的形状。下

面的小节探索这些限制的确切性质。 

4. 正射投影 

 估算运动场，相当于确定密度对应,从而确定物体的形状。在本节中,我们使

用微分动作的序列，考虑用正射投影下未知 BRDF 恢复形状。我们的重点将是继

续提供直觉知识,而读者可以参考[1]中的细节。 

4.1. 秩亏及深度模糊 

由于(11)是一个多个未知数{ , }z  的线性关系，只有一个相机的微分运动来提

取深度显然是不足的。因此,我们考虑一个微分动作的序列。我们开始通过观察

发现，在正交情况下，秩亏也与相机运动存在下物体运动情况相似。 

 在正交情况下，(3)中给出了运动场。注意到 1 和 2 在 z 中时线性的，我们

发现微分立体关系(11)可化简为： 
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Tpz q          (15) 

其中，运用(3)，p 和 q 是下式中给出的已知实体： 

2 1u vp E E         (16) 

5 6u v tq E E E          (17) 

考虑 m>0, { }i i  ，i=1,…,m 给出了微分运动相机的基础位置。令 0 0logE I

为对数的基本图，其中 iE 是每个运动{ }i i  的对数图。注意到图像的空间梯度

是独立于运动的，且是 u 对应的在 0E 处的导数。我们简记它为 E= )T

u u vE E  , 。

时间的导数， tE ，p 和 q 依赖于运动。 

为了恢复未知的深度 z，一个最初的方法是可能将 3m  时(11)关系的形式当

做一个线性系统： 

~

1

2

q
z

A

 
 
 
 
  

，且     

1 1 1
1 2~

1 2

-p
=

-pm m m

A

   
 
 
    

，     (18) 

其中 1( , , )m Tq q q 。因为 3 0  不是一个未知量，因此我们注意到命题 1 允许

我们摆脱对 3 的任何依赖。但是注意从(16)中产生的形式 2 1
i i i

u vp E E  ，它使

~
A秩亏。因此，我们得出： 

命题 2. 在正射投影下，未知 BRDF 下的曲面深度的明确恢复，可能不是单独使

用相机运动作为线索。 

尽管不能直接从正交投影下利用微分立体恢复深度，但下一步自然是考虑深

度上任何限制的可能性。然而，命题 1 的结论使其在相机运动的情况变得极富挑

战性。看到这里，我们注意到秩亏矩阵
~
A的零向量为 (1, , )v uE E 。有

~
A


表示
~
A的

广义逆，对 0k  ，我们对(18)有一个参数化的解决方案： 
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1

2

1

v

u

z

k E

E

  
  

   
  
     

      (19) 

其中
~

1 2 3, )T A q


     , 。从上述系统中的第一个方程我们得到 1k z  。因

此，我们得到下面 z 和的两个关系式： 

1 2 1( )v vE E z            (20) 

2 3 1( )u uE E z            (21) 

现在， 1 和 2 之间的任意一个关系式都给出了对深度 z 的一个限制。但是从命

题 1 中可以看出，是主平面中的一个任意向量。也就是说，从(13)， 1 和 2 依

赖于两个未知 BRDF 的倒数
~

 和
~

 。由此可见，没有对
~

 和
~

 施加任何外部约

束，就没有曲面深度限制的产生。因此，我明定义： 

命题 3. 在正射投影下，对于未知各向同性的 BRDF，曲面深度的一个明确限制

可能不是仅用相机运动作为线索得到的。 

上面是一个例子比较了物体或相机运动对形状恢复的限制。对于物体运动，

相机和物体的运动必须被认为是相对的。因此，[4]中的定义式 n= logn  只依

赖 BRDF 关于去曲面法线的导数。对于相机运动，物体和光照都相对照相机移动。

如果没有对 BRDF 和光照的进一步限制，(10)中对 BRDF 关于光照的导数的额

外依赖性使其变得不确定。 

尽管命题 3 的结果是消极，但其发展为我们提供了有价值的见解。用 m 阶微

分运算构造一个 3m 秩亏矩阵
~
A，对于任意m 2 ，其确定了

~
A q


  。从(14)、

(15)和(21)可以看出，它遵循： 

推论 1. 在正交投影下，相机的两个差动足以限制 到 z 的线性关系。 

 这一事实以及一些 BRDF 上的限制，都将被用于派生出深度上的 BRDF 不变

限制。 
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4.2. 对某些材料类型的 BRDF 不变性 

命题 3 的结果直接显示了约束 z 的可能：设想一个依赖于和的 BRDF 在

引入 的限制后在某种程度上被约束了。注意 BRDF 的函数形式， ，仍然是

未知的。 

4.2.1 BRDF 依赖于视角 

一些反射率依赖于包含在源和视角方向常态的角中。这些 BRDF 能解释纤维

等材料图像边缘附近变暗。另一个著名的例子是用于月球反射的 Minnaert 

BRDF[10]。在这种情况下，我们可以定义 

(n s,n v) log n s vT T


            (22) 

仍然用 n sT  ， n vT  ，我们从(10)得到： 

n s= log + logn n
 

      

_ _
( v) vn s s n n
 

               (23) 

注意到 2 1v ( , ,0)Tn n n   ，可以用(20)和(21)消去不依赖于 BRDF 的项
_

 ，并得

到一个深度和法向量之间的关系： 

2 11 2

2 1 3 1

( )
( )

v v

u u

E E zn

n E E z

   
  

    
    (24) 

用(4)将法向量和梯度联系在一起，此式化简为： 

2 1 3 1[( ) ] [( ) ] 0v v x u u yE E z z E E z z            (25) 

这是一个与光照和 BRDF 都无关的对曲面深度和梯度的限制。我们注意到

m 2 时照相机的差动足以去决定(19)中的 和产生(25)的限制。因此我们规定： 
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备注 1. 正交投影下，对于一个函数形式未知且依赖于光线和视线方向的 BRDF，

照相机的两个差分运动足以不依赖 BRDF 和光照的产生一个对曲面深度的限制

因素。 

4.2.2 依赖于半角的 BRDF 

对于很多常见的材料比如金属或塑料，假设反射系数依赖于曲面法线、源和

视角方向之间的半角两者之间的夹角是合理的。对于这种材料类型的曲面，我们

能显示一个对曲面深度产生 BRDF 不变约束的微分立体关系的序列。对于这种情

况，我们假设光源方向是已知的。 

命题 4. 在正投影下，函数形式依赖于已知的光照和半角方向，对于未知函数形

式的 BRDF，两个微分运动镜头足以产生对曲面深度的 BRDF 不变约束。 

证明. 对于一个依赖于半角 h 的 BRDF，我们定义 log n s v (n s,n v)T T


      ，其

中 

         v
||s+v||
s

h


        (26) 

(10)中定义的 现在能被重写为 

n s=n s
 

           (27) 

我们依旧用 n sT  ， vTs  ，并新定义 Tn h  。然后，用(26)中 h 的定义，经

过一些代数化简，我们得到： 

2

v ( h) v= [ ]
||s+v|| ||s+v||

Tn n s



 
         (28) 

关于 n 和 s 的 的对称性意味着它不依赖于  。重新考虑(14)中的 3 0  。经过

一些代数运算，并用(4)将 n 于梯度联系起来，我们从(28)得到： 

1 2 31

2 1 2 3

T
x y

T

x y

a z a z aa n

b n b z b z b

 
 

  
     (29) 

其中， 1 2 1a s h ， 2 2 2 2(1 )a s h    ， 3 2 3a s h 且 1 1 12(1 )b s h    ， 2 1 2b s h  ，

3 1 3b s h  。因此，我们已经得到一个不依赖于


 的关于的关系式。 

 最后，对于m 2 微分的相机运动，我们从推论 1 可以得到 1 和 2 在 z 中是
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线性的。将(20)和(21)中的表达式式带入(29)中，我们得到 

1 2 3 4 5) ( ) 0x yz z z            (30) 

其中， i ，i=1，…，5，都是已知的实体。[1]中提供完整的 i 表达式。在这里，

只要注意 i 是不依赖于


的，因此，(30)是对曲面深度的 BRDF 不变约束。 

 直觉上，和命题 3 的模糊性存在，因为如果 1 和 2 依赖于两个孤立的未知的

 和
 ，就不能限制 1 和 2 。考虑一个适当的 BRDF，例如半角 BRDF，它允许

以一个单个未知的
 的形式表示。线性微分法消除了

 产生 BRDF 不变对 的

约束，因此，命题 4 能得到一个纯粹以深度和梯度表示的不变量。 

 注意命题 1 是相机运动下各向同性 BRDF 的一个基本属性。所以，在半角

BRDF 受限的情况下验证它结果甚至依然正确，也就是说，(28)中甚至依然为了

定义了 3v 0T    。 

4.2.3 {s,v}-平面对任意角的依赖 

近期针对测量的 BRDF 的实证分析表明，反射函数通常依赖于曲面法线与光

源做出的夹角，以及光源与相机方向确定的平面上的另一个方向[3]。在这种情

况下，对一些，我们可以写出： 

log n s v (n s,n v)T T


      ，且
vy

||s+ v||
s  




     (31) 

注意到 4.2.2 中考虑的对塑料和金属等材料适用的半角 BRDF 是 1  时的一个特

例。在 4.2.1 节中考虑的 BRDF 也可以被认为是  时的极限情况。在[3]中给

出了有限值 1  情况下涂料、纤维等材料表现出来的 BRDF 的实例。现在，我

们可以这样定义： 

命题 5. 正交投影下，对于一个未知函数形式的，取决于光源和源视图平面上的

一个任意方向的一个 BRDF，两个微分运动镜头足以产生对曲面深度的一个

BRDF 不变约束。 

证明. 证明直接概括了命题 4 的发展。读者可以参考[1]中的完整细节信息。在

这里我们只给出我们得到的公式： 
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1
n 2 2

2= [(1 2 ) ( ) ]
1 2

T y Tn n y s v


      
   

    (32) 

因此，类似于(29)用 3 0  和考虑 1 和 2 的比例，对的依赖性可能被消除。然

后，我们引入推论 1，并用m 2 种微分运动，将 1 和 2 约束为 z 中的线性函数，

产生了恒等式： 

' ' ' ' '
1 2 3 4 5) ) 0x yz z z              (33) 

其中， '
i ，i=1,…,5,也是已知的实体。 

 请读者注意观察，约束式(33)对任意 BRDF 的函数形式是恒等的，但其依赖

于。然而，注意到可从图像数据中估算出来，而不需要一个完整的 BRDF 估

算，例如，用[3]中建议的方法。同时，我们还注意到命题 1 是各向同性 BRDF

的一种内在属性，且在(32)式中 3 0  依然成立。 

4.3. 曲面估计结果 

回忆 4.1 中得出的结论，对于一般的未知各向同性 BRDF，我们可以既不估

算其曲面深度，也不对其施加任何 BRDF 不变约束。然而，4.2 中派生出了对受

限(但未知)的 BRDF 的深度和梯度的限制。在这里，我们描述了这些限制定义的

PDE(偏微分方程)，这直接给出了形状恢复可以到达的程度。 

对一个有着(22)式的形式的 BRDF，我们能从(25)式中获得一个恒等式。我们

注意到(25)式是一个均相一阶拟线性 PDE[8]。对一个曲面水平曲线 0( , )z x y z ，

从 PED 理论中得到的解是： 

        
(a)输入[三幅之一]   (b)阶层曲线     (c)重建     

图 1. (a) 用未知光源和依赖于源与视角的任意非 Lambertian BRDF 产生的三

个模拟正交图像之一(两个运动)。(b)用命题 6 估算的阶层曲线。(c)插值后重建的
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曲面。 

0z z ， 3 1 0

2 1 0

( )
( )

u u

v v

E E zdy

dx E E z

   


   
      (34) 

也就是说，给定一个点的深度，ODE(常微分方程)(34)确定了在切线方向上的一

个步长，从而追踪出通过该点的阶层曲线。我们建议读者参考[1]中的标准推导

过程，在这里只说明其结果： 

命题 6. 在正交投影下，相机两个或更多的微分运动加上依赖于光源和视角的

BRDF，能够产生曲面的深度阶层曲线。 

 对由(26)中给出的半角 BRDF，可以从中获得一个就像(30)的 BRDF 不变表面

深度约束。我们注意到，它是一个不均匀的一阶拟线性偏微分方程(PDE)，也可

从 PDE 理论[8]中得到它的解法。在这里，用(30)中定义的 i ，我们还是只声明

其结论，而读者可以从[1]中找到它的证明： 

命题 7. 在正交投影下，对于一个半角 BRDF 的曲面，相机的两个或更多微分运

动，对一些(可能是孤立的)点的深度，能产生表面曲线 ( ( ), ( ), ( ))C x s y s z s ，其定义

如下： 

1 2 3 4 5

1 1 1dx dy dz

ds z ds ds


 

    
      (35) 

 最后，对于一个(31)式给出的依赖于源-视图平面中的一个任意角的 BRDF，

不变式(33)一眼是一个不均匀拟线性 PDE。因此，作为命题 7.的直接推广，微分

立体也能用 '
i 而不是 i 产生这种情况下的特征曲线。 

形状恢复 给出未知 BRDF 的曲面上的几个点的深度，上述命题就能够产生顺

着特定特征曲线的深度。对于光滑的曲面，为了恢复其整个表面的深度，我们可

以在曲线之间进行插值运算。对于一个依赖于源和视角(未知光照)的 BRDF，图

1 用合成数据显示了其表面恢复过程，同理图 2 显示了未知半角 BRDF(已知光源)

的过程。假设已知绿点为深度以产生红色的特征曲线。我们注意到，在实践中重

建方法可能使用跟踪的特征点作为种子。 
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(a)输入[三幅之一]    (b)特征曲线        (c)重建 

图 2. (a) 在正交投影下，用未知半角 BRDF 和已知光照，生成的三幅合成图(两

种运动)之一。(b)用命题 7 产生的特征曲线。(c)插值后重建的表面。 

5. 透视投影 

 在本节中，我们考虑透视投影下微分立体来恢复形状。特别的，我们表明，

与正交投影的情况不同，即使 BRDF 和光照都是未知的，在透视情况下也可能明

确地恢复物体情况。 

5.1. 微分立体中的深度 

在透视的情况下，(2)式给出了运动场。用(2)式替代微分立体关系式(8)中的

，我们可以得到透视情况下的微分立体关系表达式： 

' ' '1( ) ( )
1 1

Tz
p r q

z z
    

 
     (36) 

其中， (10)式中给出了  的定义， '
2 1u vp E E    ， '

1 3u v tq E E E    ，

'
2 4u vr E E   都是已知实体。与正交情况不同，透视投影下的微分立体关系在

{ , }z  中不是线性的。 

 现在我们能够显示深度恢复： 

命题 8. 在透视投影下，照相机的三个微分运动足以得到未知各向同性 BRDF 和

未知光源的曲面的深度。 

证明. 当m 3 时，通过已知的微分运动{ }i i  将图像 1 ,…, m 与基本图像 0

联系起来。然后，我们从(36)式得到一系列微分立体关系。 
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' ' ' '( ) ((1 ) ) ( ) 0i i T i i ip q z z q r            (37) 

其 中 i=1, … ,m. 令
~

1[ , , ]m TC c c 为 一 个 3m 的 矩 阵 ， 其 列 为

' '
1 2[ ( q ), , ]i i i i i Tc p     。进一步，令 ' '1 '[ , , ]m Tq q q ， ' '1 '[ , , ]m Tr r r 。然后，

微分立体关系序列系统(37)可以被改写为 

~
' '

1

2

(1 )
(1 )

z

C z q r

z

 
 

   
 
   

     (38) 

因为从命题 1 中可以得出 3 0  。用
~
C



作为
~
C 的 Moore-Penrose 伪逆解，令

~
' '

1 2 3( , , ) ( )T C q r


       。因此，(38)的解为： 

1 2[ ,(1 ) ,(1 ) ]Tz z z           (39) 

其遵循 1z   生成曲面深度。 

 因此，当 BRDF 和光照都是未知的时，命题 8 能从微分立体产生表面深度。

再次，其与[4]中的对象运动时值得比较的。利用物体运动，未知 BRDF 和光照

遵循命题 1 恢复了深度和一个对梯度的约束。运用 BRDF 上的附加约束或光照，

是有可能恢复梯度上更进一步的信息。 

5.2. 对特定材料的额外约束 

如上所述，我们现在表明，对几种材料类型，梯度上的额外约束是可用的。 

命题 9. 在透视投影下，三个或三个以上的微分运动镜头足以产生深度和对一个

曲面的梯度上的一个线性约束，且该曲面有依赖于已知光源和半角方向的

BRDF。 

证明. 命题 8 已经表明 3m  个微分运动镜头能恢复深度。更进一步，对于(29)

中的半角 BRDF 中的 的形式，并运用(39)，我们得到： 

1 2

2 3

=
T

T

a n

b n

 


 
       (40) 

其中 a 和b 都是依赖于光照的已知实体，(29)式定义了它们。最后，用(4)式产生

了一个深度上的线性 PDE: 
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1 2 3 0x yl z l z l         (41) 

其中， 1 2 1 3 1l b a   ， 2 2 2 3 2l b a   ， 3 3 3 2 3l a b   。因此我们得到一个对梯度

的线性约束。 

 从上述结果明显可以看出， 1 和 2 间存在的关系的导出可能不依赖于 BRDF

的倒数，存在这种关系的材料能产生对曲面梯度的一个额外约束。这个约束的

形式将映射 1 和 2 间的关系，因为从(40)中可以看出他们的比率是一个可测量的

量。特别是，它遵循以下条件，4.2.3 节中考虑的更多普遍情况可能派生出一个

线性约束： 

备注 2. 在透视投影下，三个微分运动镜头足以产生深度和一个为 BRDF 的梯度

上的线性约束，而此 BRDF 依赖于已知光照和一个源-视平面上的任意方向。 

5.3. 形状恢复 

 从命题 8 可以得出，在透视情况下，对于未知光照和未知 BRDF，深度是可

以直接得到的。图 3 用合成数据解释了其中的原因，其中物体被置于未知光源下

来成像。物体的直径为 20cm，其被放置在距离焦距为 10cm 的相机 1.5m 的地方。

我们赋予相机大约  的旋转和 5mm 的平移等 2 种随机运动。图 3 显示了用 5.1

节中的理论恢复得到的形状。我们被要求没有 BRDF，光照和深度方面的先验信

息。 

  

 (a)图像   (b) 1       (c) 2      (d)深度 

图 3. (a)透视投影下，用任意非 Lambertian BRDF 和未知光照得出的四幅合成

图像(三个运动)之一。(b,c)用(43)式恢复的 1 和 2 ，这在第六章节将会进行讨论。

(d)用命题 8 计算得到的深度。 
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  (a)图像[5 幅之 1]   (b)深度图     (c)恢复的表面 

图像 4. 在未知光源下，用命题 8 重建的具有未知 BRDF 的一个非 Lambertian 球。 

 为了用真实数据进行估算，我们在有纹理的背景下用未知定向光照获得了图

4 中的塑料球图像。注意明确非 Lambertian 效应。相机的焦距是 55mm，物体距

其大约 80cm。我们赋予相机五个小运动(和一些为了稳定构成优化的大运动)，

我们还用光束平差法对这些动作进行了估计从命题 8获得的曲面深度图在图 4(b)

和(c)中进行了展示。 

我们虽然不在本文中探讨方向问题，但注意，在已知光照下，我们可以用约

束式(41)来解决一个联合深度和用加权的梯度优化： 
2 2

1 1 2 3min( ) x y
z

z l z l z l           (42) 

经过标准微分后，上面的式子就是可以被有效解决的 z 中一个高度稀疏的线

性系统。 

6. 从运动理论对物体进行透视 

 现在我们从光、物体或相机运动对应的运动理论角度提供一个统一的对形状

的透视。尽管材料行为明显是复杂的，光照、物体或相机的微分运动能够恢复未

知 BRDF 和光照经常未知的物体的形状。更重要的是，在这些框架中，从运动中

得来的对形状的理论限制也都是可推导的。之前的作品中也已经展示了对光[2]

和物体[4]运动的理论。本文研究了相机的运动，从而完成了对未知 BRD 的 F 物

体的形状恢复的微分分析框架。 

在表 2 中，我们从每一条理论中总结了一些结论。在每一种情况下，理论概

括了假设有 Lambertian BRDF 或亮度恒常性的众所周知的特殊情况。我们只显示

了对光照运动(泛化光度立体)的正交投影和对物体或相机运动(分别概括了光流

和多视图立体)的透视投影。表[1]给出了完整情况。 
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这些理论都呈现的一些重要特征是： 

运动 光照 BRDF #动作 曲面限制 形状恢复 理论 

光照 

光照 

已知 

未知 

Lambertian 

一般，未知 

2 

2 

Lin.梯度方程 

线性 PDE 

梯度 

阶层曲线+ z  等高线 

[19] 

[2] 

物体 

物体 

物体 

亮度恒定 

同一地点 

未知 

 

Uni 角，未知 

满，未知 

1 

3 

4 

Lin.方程(光流) 

Lin.方程+ Homog 线性偏微分方程 

Lin.方程+ Homog 线性偏微分方程 

深度 

深度+梯度 

深度+梯度 

[7,9] 

[4] 

[4] 

相机 

相机 

相机 

亮度恒定 

未知 

已知 

 

一般，未知 

半角，未知 

1 

3 

3 

Lin.方程(立体) 

Lin.方程 

Lin.方程+ Inhomog 线性偏微分方程 

深度 

深度 

深度+梯度 

[15] 

命题 8 

命题 9 

表 2. 表 2 统一地看从光照、物体或相机的运动中恢复形状的 BRDF-不变框架。在每一

种情况中，PDE 不变量对形状恢复制定精确的拓扑限制。更一般的 BRDF 或成像设置要求

更多的运动来获得重建不变量。更多的受限 BRDF 要求更少的运动或产生更丰富的形状信

息。为了方便比较 ，表中还显示了传统的分散等同物。表中只显示了对物体和相机运动的

透视情况(完整的表见[1]) 

·它们都依赖于链式法则分化的线性，以消除方程组的 BRDF。 

·每一种情况下的不变量的特征在于，作于一个 PDE，其服从标准分析工具的

解决方案。 

·所涉及的 PDE 提供了对拓扑的固有限制，其级别可到达形状可从每一个运动

的线索来恢复形状，而不用考虑重建的方法。 

·更一般的成像设置要求更大数量的运动来恢复形状。例如，同一位置的照明需

要比普通照明更少的运动，或者透视投影需要比正交投影更多的运动。 

·限制 BRDF 要么降低了运动数量的最低值(对于物体运动的同一位置的或一般

的 BRDF),或者提供更丰富的形状恢复信息 (对于相机运动的半角或一般的

BRDF)。 

 物体和相机运动的情况具有更密切的关系，但由于相机运动引起的额外模糊

性，其又具有重要的区别。定性地说，这将为相机运动情况带来更难以解决的问

题。困难的实际表现需要更多受限的 BRDF(尽管还是未知的)，以得到相同的形

状信息。例如，一个半角 BRDF 能产生对相机运动的深度和梯度约束，尽管用一

般 BRDF 也能的到对物体运动的相同约束。承认一个一般 BRDF 意味着仅仅可

能得到相机运动的深度，尽管物体的运动产生了一个额外的梯度约束。在本文中，

我们已经强调了这种区别以及它们对形状恢复的影响。 

进一步的工作 我们的理论侧重于形状恢复，但一些 BRDF 信息也可能作为副产

品被恢复了。例如，在透视投影下，命题 8 和 1 完整地定义了π。也就是说，从
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(39)式，我们可以得到： 

1
1 2 3=(1+ ) ( , ,0)T          (43) 

图 3 显示了一个π被恢复的例子。相反，这为 BRDF 的导数施加了约束。未来工

作的一条路就是用光源、物体或相机的运动表征可能恢复的 BRDF 的程度。 

 此外，虽然，对于每个成像元素，[2,4]和本文一同提供了从运动中恢复形状

的限制，但一个有趣的问题是当光照、物体和相机都处于同时运动时，去获得相

似的限制。我们还预计了健壮的估算方法的存在，其利用我们的理论，扩展了光

流和多视角立体的传统工具，以处理一般的 BRDF。 
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