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一种稳定的多核拓扑机器学习 

摘要 

拓扑数据分析提供了大量有价

值的信息来研究视觉问题。然而，到

目前为止，我们缺少与大众普遍接受

的基于核学习技术相关联的一种合

理的理论解释，例如核支持向量机或

者核 PCA。在这项工作中，我们建立

一种连接，这种连接是通过设计一个

多核持久性的图表，一种稳定的数据

拓扑特征的概要表示。我们发现，这

种内核是正定而且能够证明其稳定

性相对 1-瓦瑟斯坦距离。实验对三维

形状分类/检索的 2 个基准数据集和

纹理识别表现出的性能比基于最近

介绍持久性风景的另一种方法更好。 

引言 

在许多计算机视觉问题，数据

（例如，图像，网格，点云等）为了

从链中提取有用的信息，用于解决高

层推理任务,如识别,检测或分割而

通过复杂的管道处理。所提取的信

息，可能会以低级别外观描述的形

式，例如，SIFT[20]，或更高级别的

性质，例如，活动在深度卷积网络的

特殊层[18]。 在识别问题，例如，

固定输入数据给判别分类器，例如目

前广受欢迎的支持向量机（SVM），基

于内核学习技术。  

虽然已经在提取和编码区别信

息上取得实质性进展，直到最近才有

人开始调查拓扑结构的数据作为信

息的额外来源，随着拓扑数据分析

（TDA）[4]，计算机工具能够高效的

识别拓扑结构已成为现实。从那时以

来，一些作者已经证明 TDA的方法可

以捕获其他方法往往不能揭露出的

特性数据 CF [26，19]。 

沿着这些思路，用 TDA来研究持

续的同源性[11]是一种特别受欢迎

的方法，因为它在多尺度法捕捉了拓

扑特征开始和消亡的时间，例如，连

接部件，孔等，。 这些信息以摘要方

式表示在连续图，即平面上的一个多

重点集。持久性的同源性的主要特征

是它的稳定性：输入数据细微的变化

将会引起相关联连续图[10]的瓦瑟

斯坦距离的微小变化。考虑到拓扑信

息的离散型，存在这样良性的结论或

许是不足为奇的。 

注意到连续图和瓦瑟斯坦距离

只形成一个度量空间。因而这是不可

能在大类机器学习技术直接采用在

持久性的同源性中，因为这要求希尔

伯特空间结构，支持向量机(SVM)或

PCA。这个障碍通常是在包含数据领

域定义一个内核函数，进而暗中限定

了希尔伯特空间结构。虽然瓦瑟斯坦

距离本身不会自然引出一个有效的

内核（见补充材料详情），我们发现，

这可能规定一种核持久性图表，它是

wrt 稳定，即 1-瓦瑟斯坦距离。这是

这篇论文主要的贡献。 
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图 1：视觉数据（例如，在表面网格，纹理，等等功能）被使用持久的同源性[11]进行分析。 

大致说来，持续的同源性在持续性的形式捕获的拓扑特征（例如，连接组件或空穴）出生/

死亡时间图。我们的贡献是定义一个内核，持久性的图表，使理论上在计算机视觉界流行的

框架内合理使用这些总结来表示基于内核的学习技术。 

贡献：我们提出了一个（正定）多尺

度内核持久图（见图 1）。这个内核通

过 L2 值的特征图谱定义，基于尺度

空间理论[16]。我们发现我们的特征

图谱的利普希茨连续条件和 1 - 瓦

瑟斯坦距离有关，从而能够保持具有

稳定性能的持久性的同源性。我们的

内核的尺度参数让其自身对噪音具

有鲁棒性，并且可以被动的调准数

据。我们详细的调查分析内核的理论

性能并且能够证明可以适用于形状

分类/检索和纹理识别基准。 

2.相关工作 

利用拓扑信息的方法对计算机

视觉或医学图像分析大致可以分为

两类。在第一类中，我们确定以前的

工作是直接利用拓扑信息处理一些

特殊问题，如拓扑分割。在第二类中，

我们确定处理间接使用拓扑信息的

方法。换句话说，关于拓扑特征的信

息被用作一些机器学习算法的输入。 

    作为第一类的代表，Skraba 等

[26]，适应于基于持久性聚类[6]的

方法，在三维形状的曲面网格分割

上，通过由持久性图中的拓扑信息驱

动。Gao等， [12]使用持久性的信息

来恢复把柄，即，拓扑周期，在已经

分割的左心室，从中提取计算机断层

扫描图像。在不同的细胞分裂组织，

Chen 等。 [7]打算直接合并拓扑约束

作为随意基本分割模式。 

    在接近第二类，Chung 等 [8]和

Pachauri 等人。 [22]调查分析皮质

厚度测量人类的大脑皮层的 3维曲面

网格的问题，为了研究发育和神经障

碍。相反，[26]，持久性信息没有直

接使用，而是作为一个描述符供应给

判别分类器。为了区分正常患者和阿

尔茨海默氏病/自闭症。然而，训练

分类器的步骤中拓扑信息以一种特

别的方式输入。在[22]例如，在一个

规则网格，持久性图首先被栅格化，

然后计算内核密度估计，最后向量化

离散概率 
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密度函数被用作特征向量来训练采

用标准内核 R 的 SVM。然而，目前还

是不清楚内核对现有指标在感应距

离，（例如，瓶颈(bottleneck)或瓦

瑟斯坦距离），以及稳定性受到影响

的性能如何。由 Li[19〕等人最近提

出的一种方法是直接使用固定距离

的持久性图来识别。除了瓶颈

(bottleneck)和瓦瑟斯坦距离，作者

在实验中采用的持久性景观[3]，和

相应距离。实验结果表明当加上传统

的 bag-off-eature 方法处理时会显

示持久信息的互补性。虽然我们以秒

为单位研究。 5. 2[19]的启发，我

们首先注意到内核的发展;明确结合

其他方法。 

     为了能够在机器学习体系中使

用持久性信息，阿德科克等。 [1]提

出了用使由代数几何和不变的理论

获得的特征向量比较持久性图。特点

是使用代数函数定义持久图生死的

价值。 

   从概念的观点，Bubenik 的概念

（持久性景观[3]）可能是最接近我

们的，作为另一种持久图的特征图

谱。虽然持久性景观没有明确的使用

在机器学习算法，我们将这种概念结

合到我们的工作部分。 5.1，表明他

们事实上承认有效正定核的定义。此

外，无论是持久性的景观，还是我们

的方法都计算的表示替代瓶颈

(bottleneck)或瓦瑟斯坦的距离，这

两者都需要匹配问题的解决方案。 

3.背景 

首先，我们从持续的同源性回

顾一些基本概念和结果，这将会对我

们的工作有意义。 

 

持久性图表（ Persistence 

diagrams）：持久性图是一个简洁描

述不断变化序列形状的拓扑变化，被

称为滤波。特别是，随着形状的变化，

不同尺寸的孔中（即，部件，隧道，

空隙等之间的间隙）可能会出现和消

失。直观地，一个 k尺度孔，产生在

a 时间，填充外 b 时间，产生了一个

点（A，B）在第 k个持久图。因此，

一个持久化图在 R2 是多重点集。从

形式上看，持久性图是利用代数拓

扑，即所谓的同源性，的一个标准概

念定义;见[11]的细节。
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图 2：一个函数 RR(左)和它的 0th 持久

性图(右)，局部极小中在相应的水平子集

产生一个连通分量。而局部最大值合并连

接组成部分。出生和死亡的配对在持久图

上所示。 

注意，不是每一个孔都会在过

滤中消失。这样的孔的基本特征发生

改变和表现在图中的（a，∞）点集

中。因此，在过滤后捕获最后的拓扑

形状。在目前的工作，我们不考虑这

些特征作为持久性图的一部分。此

外，所有的持久性图将被假定为有限

的，常是如此来从数据计算持久性

图。 

函数过滤：一个得到过滤标准的方

法是考虑水平子集 f-1(-∞,t]在函

数 f：ΩR定义一些域Ω，t∈R.为了

易于明显的看出水平子集来自过滤，

用 t 参数表示。用 Df 表示持久性图

结果；看参照图 2的图示。 

作为一个例子，考虑一个灰度图像，

其中 Q是图像中的矩阵域和 f是在域

中的灰度值（即，在特定的像素）。

因此，一个水平子集包含Ω中的所有

像素点，并且值趋向于某一临界值 t。

另一个例子是在三角网格 Q的一个分

段线性函数，例如广受欢迎热核信号

[27]。然而，另一种常用的用法是由

一个点云 p嵌入在 Rn，通过考虑距离

函数 dP(x)=miny∈P ||x-y|| 在Ω 

=Rn。该函数的水平子集是围绕 P 上

每个点的集合，就计算而言，它们通

常由被称为 alpha 形状的等价物替

代。 

 

稳定性：在持久图 Df的函数 f的一

个重要方面是相对扰动 f的稳定性。

事实上，只有稳定保证才可以推断出

函数 f在噪音的干扰下在持久性图中

的信息。 

形式上，我们认为 f Df 作为地图

度量空间并定义为稳定性为李普希

茨连续性。 这个要求选择的度量既

要是函数的集合同时也是持久性图

的集合。对于函数，通常采用 L∞度

量尺度。 

对于持久性的图采用自然度量，称为

瓶颈(bottleneck)距离。宽松的讲，

两个图表的距离是以通过任何两个

相应的点的最大距离的最小参数表

示，在 两图之间的所有双射上。形

式上，设 F和 G代表两种持久性图，

每个图通过在对角线加入可数无穷

重根的点 (t,t)扩张。这个瓶颈 

(bottleneck)距离为 
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dB(F,G)=

inf

  µ   

sup

x∈F
 ||x-µ(x)|| ∞              

(1) 

其中，µ 范围包括所有双射，即从 F

中的一小部分到 G中的单个元素。如

由科恩斯坦纳等。 [9]，持久性的图

表对于瓶颈 (bottleneck)距离相对

于稳定。 

瓶颈 (bottleneck)距离嵌入

到更一般级别的距离，称为瓦瑟斯坦

(Wasserstein)距离。对于任何正实

数 p，在 p-瓦瑟斯坦距离是 

dw,p(F, G) = (
inf
  µ  

∑ 
x∈ F  Ilx -µ(X)II

p

∞)l/P
 

其中，µ 范围包括所有双射，即从 F

中的一小部分到 G中的单个元素。注

意 取 极 限 p ∞ 域 在 瓶 颈 

(bottleneck)距离，并且我们定义

dw，∞=dB。我们有以下的结果边界

p-Wasserstein 距离在 L∞距离： 

定理1（科恩-Steiner等[10]）。假

定X为压缩triangulable度量空间，

使得对于1-Lipschitz 函数f在X上，

并且k≥1， k度达到定值∑(b,d)∈

Df(d-b)k有恒定上界C.设f，g为在X

中的两个L-Lipschitz分段线性函

数，并且对于所有的p≥k。 

dw,p(Df,Dg) ≤ (LC)1/p||f-g||

1-k/p 

∞                   (3)
 

我们注意到，严格来说，从某种

意义上说，对于利普希茨连续

(Lipschitz continuity)这不是一个

稳定性结果，因为它只能创建 Holder

连续性。此外，当 p=1 时对于

p-Wasserstein 距离它只给出了一个

恒定上限。 

内核：给定一组 X，一个函数 K：X * 

X R 为一个内核，如果存在一个

Hilbert 空间 H，称为特征空间，和

一个地图Φ：XH，称为特征图，使

得 K（X，Y）=<Φ(x), Φ(y)>H ,对

于所有的 x，y∈X。相等于，k 为一

个内核，如果是对称正定[24]。核心

程序允许在一个 Hilbert空间去应用

机器学习算法用来表示一般的设置，

例如，字符串，图表，或者是我们的

实例，持久性的图表。 

内 核 在 x 上 引 起 一 个 变 度 量

dk(x,y)=(k(x,x)+k(y,y)-2k(x,y))

1/2，也就是在特征空间距离为||Φ

(x)- Φ(y)||H 。我们称核 k 稳定

w.r.t。 X 上的一个度量 d，如果有

一个常数 C>0，使得 dk(x,y)≤

Cd(x,y),对所有的 x，y∈X.注意，这

等同于 Lipschitz 连续性。 

内核的稳定性对于分类问题是

特别有用的：假定存在一个分离超平

面 H对于边缘 m的两类数据点。如果

数据点波动在ε<m/2,然后 H 将会扰

动这两类在边缘 m-2ε。 
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4.持久性尺度空间的内核 

我们提出了一个稳定的多尺度内核 k

σ从持久性的图 D的自己中 

1）。这个内核将通过定义特征图Φ

σ：DL2(Ω)，并且ΩⅭR2 表示靠近

半平面上面的对角线。 

为了激励定义的Φσ，我们指出持久

性的图的集合，即，在 R2 的多重点

集，使不具有Hilbert空间结构本身。

然而，持久性图 D可被唯一表示为一

个狄拉克分布'的总和，对于每一个

在 D上的点。狄拉克分布是希尔伯特

空间 H2（R 2）的功能[17，第 7章]，

我们通过采用这种观点获得一个持

久性图的规范希尔伯特空间结构。 

不幸的是，在 D上的感应度量没有考

虑点的在图中的距离或者对角线的

距离，因此持久性图对于扰动不具有

鲁棒性。受尺度空间理论的启发

[16]，我们解决这个问题通过使用狄

拉克的总和增量作为用于热扩散问

题的初始条件与上对角线狄里克雷

边界条件。这个偏微分方程的解决方

案是一个 L2（Ω）函数对于任何选定

的尺度参数σ> 0.在以下段落中，我

们将 

1）定义持久性尺度空间的内核包 k

σ， 

2）推导出一个简单的公式来评估 k

σ，以及 

3）证明 kσ w.r.t的稳定性,1-瓦瑟

斯坦距离。 

定义 1 设Ω ={X=（X1,X2）∈R2：X2

≥X1}表示上面的对角线空间中，并

令δX表示狄里克雷条件中心在点x。

对于给定的持续性图 D，我们现在考

虑的解 u：Ω xR≥0R,（x，t）u(x,t)

偏微分方程 2 

Δ
x u=аtu             in Ω x R>0            (4) 

u=0                on аΩ x R≥0        (5) 

u=
∑ 

y∈D δy                  on Ω x{0}          (6) 

____________________________

______________ 

1 一个狄拉克分布的一个功能是计算在一

个点的平稳。 

2 由于初始条件（6）不是 L2（Ω）函数，

该方程 

是在分布上有意义。为了严格处理存在量

化和独特的解决方案，见[17，第 7 章]。 

特征图Φσ:DL2(Ω) 在刻度σ>0，

在一个持久性图 D 上定义Φσ

(D)=u|t=σ，这图域的持续性的尺度

空间核 kσ在 D上为 

 K σ (F,G)=< Φ σ (F), Φ σ (G)>L2( Ω )      

(7) 

需要注意的是Φσ(D)=0 对于一些 σ>0意味着 u=0在Ωx{0}，这意味着
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D 具有必须是空图。从解决方案运算

子的线性度，现在得出Φσ是单射映

射。 

偏微分方程的解决方案可以由得Ω扩

展到 R2 和更换 

u=
∑ 

y∈Dδy-δ y

____

          在 R2x {0}        (8) 

所得,其中 y
____

=（b，a）为 y =（a，b）

的镜像在反映。 它可以表明出限制

扩展到Ω域产生的原始方程的解决方

案。 它通过用高斯核心卷积初始条

件（8）给出： 

 

对 U使用这种封闭形式的解决方案，

我们可以得出一个简单的表达式来

明确评估内核： 

 

我们参考补充材料作为初步推导

（10）和一个可视化的解决方案（9）。

需要注意的是，内核可以在 O（|F|∙

|G|）计算当|F|和|G|表示多重集合 F

和 G的基数时候，各自（或接近有界

误差在 O（|F|+|G|）使用快速高斯变

换[14]）。 

 

定理2内核kσ是 1 - 瓦瑟斯坦稳定。 

证明：证明 1 Wasserstein的稳定性，

我们表明特征图ΦσLipschitz 连续

性如下： 

 

其中，F 和 G 表示增强与对角线上点

后的持久图。需要注意的是扩张图表 

在对角线上的点不会改变Φσ的值，

如从（9）中可以看出。通过定义

Wasserstein 的距离，对于任何δ> 

dW，1（F，G）存在一个在 F 和 G 之间

的匹配 µ.与∑y∈F||y-µ(y)||∞≤δ。写

作 Ny（X）=1/(4πσ)exp(-||x-y||2/4

σ)，我们有 

 

 

Φσ的定义从（9）和 Ny，闵可夫斯

基(Minkowski)的定义不等式，不等

式 1 - EXP（-ξ）≤ξ，和不等式

||x||2≤(ꇌ2)||x||∞ 最后域为 
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任何δ> dW,1（F，G），并要求如下。 

我们指的是左边（11）作为持

久尺度空间距离 dkσ。注意的右边

（11）减少当σ增大，调整σ以抵消

在输入数据中的噪声的影响，这会导

致在 dw，1（F，G）增加。我们将在秒

单位看到在。 5.3调σ为数据对在机

器学习方法的整体性能上有利。 

从定理 2所产生的一个自然的

问题是，是否我们的稳定性结果延伸

到 p-Wasserstein 的距离要 p>1，为

了回答这个问题，我们首先注意到，

我们的内核是附加的：我们所说的核

k在持久性的图表附加如果 k（E∪F，

G）= K（E，G）+ K（F，G）对于所

有 E，F，G∈D。通过选择 F = 0，我

们可以看到，如果 k是附加的则 K（0，

G）= 0 对全部 F,G∈D。接下来的定

理建立定理2就是有意义的添加核可

以稳定 w.r.t.dw，p。当 p>1 

。 

 

定理 3一个有意义的附加核 k在持久

性图中存在一个 F∈D 例如 k(F，

F)>0。我们证明通过比较 dk（∪
n 

i=1F,0）

的增长率和 dw,p（∪
n 

i=1F,0）w.r.t.n.

我们有 

 

另一方面， 

 

因此，dk 不能被 C∙dw，p约束，对以一

个常量 C>0,如果 p>1. 

5.评估 

为了在秒单位级评估提出的内核。 

4，我们调查与秒为单位持久性景观

方法在 

概念上的差异。 5.1，再考虑以秒为

单位的形状分类/检索和纹理识别背

景下的性能。 5.2。 

 

5.1 比 较 持 久 性 景 观 方 法

(persistence landscapes) 

在[3]，Bubenik推出持续性景观

方法，是将持久性图表示在 Banach

空间 Lp（R2）中。这种结构的主要目

的是用于统计计算，使用矢量空间结

构 Lp。对于 p=2，我们可以使用希尔

伯特 Lp（R2）的空间结构，构建一个

类似的内核（7）。对于这项工作的目

的，我们把这个内核作为持久性景观

内核 kL，并定义         
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ΦL:DL2(R
2)相应特征图。该内

核感应距离由 dkL表示。 Bubenik 表

示稳定 w.r.t.在 Wasserstein 加权

模式下的距离，这对于 p =2 可以被

概括为： 

定理 4（Bubenik[3]）。对于任何两个

持续性的图表 F和 G，我们有 

 

 

其中，每个（y）= b - a表示持久性

y =（a，b），与 µ的范围是所有的双

射从 F到 G。 

为了在定理 2和 4更好地理解定理的

稳定性结果，我们讨论了两种理论实

验。 

对于第一个实验中，让 Fλ={-λ，

λ}和 Gλ={-λ+1，λ+ 1}是两个图一

个点并且λ∈R≥0。这两个点远离对角

线随着λ，同时互相保持相同的欧几

里得距离。因此，dW，P（Fλ，Gλ）和

dkσ（Fλ，Gλ）逐渐接近一个常数λ

∞。相比之下，          dkl（Fλ，

Gλ）接近√(λ)和尤其是无穷的，这

意味 dkl 强调点在图的高持续性下，

作为反映加权每一个（u）在（12）。 

 

在第二个实验中，我们比较持久图从

两个虚构类 A的数据样本（即图中 F，

F'）和 B的数据样本（即，图 G）在。 

见图 4。我们首先考虑 dkl（F，F'）。

正如我们已经在之前的实验中看到，

dkl 也将因为受高持久性的点影响而

发生变化。同样，dkl（F，G）也将受

这些点的影响。当λ是足够大的时

候。因此，A 和 B 级的实例是密不可

分的在最近邻设置。与此相反，dB，

dw，p和 dkσ不强调高持久性点，因此点

允许区分类 A和 B. 

 

图 3：从 2014年 SHREC[23]（左，中）和 OuTeX Outex_TC_00000 [21]（右）。 
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图 4：两个持续性图 F，F’，从 A类和一个在 B类的图 g，不同点是类只能在它

们点的低持久性（即，指向靠近对角线）。 

S.2。实证结果 

我们报告关于两个视觉任务结果，其

中持续同源性已经被证明提供有价

值的区别信息[19]：形状分类/检索

和纹理图像分类。该实验的目的不是

要在这些问题上超越最先进的算法

思想 - 这将是相当具有挑战性仅仅

使用拓扑信息 - 而是说明 dσ和 dkσ

在 kLdkl优势。 

数据集。对于形状分类/检索，我们

使用 2014 年 SHREC [23]标杆，见图。 

3.它由 synthetic 和真实形状(real 

shapes)，给出三维网格。该数据的

合成部分包含人类的 300网格（5男，

五女，五个孩子）有 20 个不同的姿

势;实际包含 40人的 400网格（男，

女）在 10 个不同的姿势。我们使用

全分辨率网格，即，没有任何网眼抽

取。用于分类，目标是区分不同的人

体模型，即，一个 15 级难题题为

SHREC 2014年（人造）和2014年SHREC

（真正的）40级难题。 

对 于 纹 理 识 别 ， 我 们 使 用

Outex_TC_00000基准[21]，降采样到

32×32 像素的图像。该基准可提供

100 预定训练/测试分裂，并且在培训

和测试过程中这 24 类相同的使用 10

个图像表示。 

 

实现。对于形状分类/检索，我们计

算经典热内核签名（Heat Kernel 

Signature (HKS)） [27]在一个范围

的十次参数增加值 ti。对于每个特殊

的选择 ti，我们在每个对象的表面网

格平面上得到一个分段线性函数。正

如在讨论秒。 3，我们再计算持久图

在规模为 0和 1引起过滤。 

对于纹理分类，我们计算 CLBP 

[15]描述，（CJ [19]）。结果显示 CLBP 

-Single （ CLBP-S ） 和

CLBP-Magnitude（CLBP-M）算子为旋

转不变型，在 P = 8的邻域和半径 R = 

1，无论算子产生一个标量值响应图

像，可以理解为加权立方体响应图

像，其较低的过滤用于计算持久性图;

见[28]的详细信息。 
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对于这两种类型的输入数据，获

得持久性图是使用 DIPHA [2]，它可以

直接处理网格和图像。一个标准软间

隔支持向量机C-SVM分类[24]被用在

LIBSVM [5]实施，这是用于分类。该成

本系数C通过十倍交叉验证训练数据

来调整。对于内核 kσ，它的交叉验证

进一步包括内核规模σ. 

 

 

5.2.1形状分类 

表 1 和表 2 列出 kσ和 KL的分类

结果在 2014年 SHREC。所有的结果都

平均超过 10个采用随机 70/30训练/

测试分裂的交叉验证运行。具有大致

相等的类分布。我们报告的结果只有

一维特征; O 维特征导致可比的性

能。 

在真实和人工合成的数据中，我

们观察到，kσ不断改进超过 KL。有关

ti 的一些选择，增益甚至范围高达

30％，而在其他情况下，增益是相对

较小的。这可以通过输入数据的平滑

度看 HKS时刻 ti的基本变化来解释。

在 kσ的规模σ允许补偿 - 在分类阶

段，在一定程度上设置不平滑度。 看

部分 4.相反，KL不具备这种能力，并

且基本上依赖适当的对输入数据进

行预处理。有关 ti的一些选择，事实

上 KL确实会导致分类精度靠近 kσ。 

但是，当使用 KL时，我们不得不

要仔细调整 HKS时间参数，对应于输

入数据的变化。这是在大多数情况下

不好的，因为 HKS计算大量网格的顶

点的可以 

相当费时，有时我们甚至可能没有直

接使用的网格。改进后的分类率 kσ

表明采用附加的自由度实际上对于

性能是有益的。 

 

表一：在 SHREC 2014 (人工合成).的分级性能 
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表二：在 SHREC 2014 (实际).的分级性能 

 

表三：最近邻检索性能 左：SHREC 2014 (人工合成)右: SHREC 2014 (实际) 

5.2.2形状检索 

除了分类实验，我们报告使用标准的

评价方法（见[25，23]）在形状检索

性能性能。这允许我们评估内核感应

距离 dkσ和 dKL。 

为简便起见，仅最近邻性能是在

表 3（列出的所有措施的列表，请参

阅补充 

材料）上。用每个形状作为查询用的

形状一次，最近邻绩效衡量在检索结

果形状属于同一类排名多久一次作

为查询。研究调节σ的规模，在柱 dk

σ栏的最大近邻性能可以取得在一定

规模之上。 

正如我们所看到的，对于分类实

验结果是相似的。然而，在几个设定

特定的 HKS时间 t，dKL执行标准，或

者比 dkσ好。注意以秒表示。 5. 2. 1

中，这可以解释输入数据的平滑度的

改变，由不同 HKS时间 ti导致。另一

种看法是，近邻性能 dKL 围绕 w.r.t

最高结果 ti相当不稳定。例如，它从

91％（在 t2）下降到 53.3％和 76.7% 

在 2014年 SHREC（人工合成）和 70％

（在 t8）下降到 45.2％和 43.5％在

2014 年 SHREC（实际）。与此相反，

dkσ围绕最优 ti显示稳定的性能。 

为了把这些结果用在目前的形

状检索工作 ，表 3 还列出了前三个

条目（出 

自 22）上的相同基准[23]。在真实和

人工合成的数据，dkσ排在前五的记

录。这个表明独立的持续性拓扑是一

种丰富的资源在识别信息这个特殊

问题。另外，由于我们只评估 HKS时

间参数，性能能够进一步完善通过精

心设计的融合策略。 
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表四：在 Out ex_TC19196H961 的分级性能. 

 

数字 5：纹理分级性能在 SVM 分类器下，随着(1) 根据σ核 kσ (2) 核 kσ随着σ交叉

验证和(3) 显示核 kσ 

5.3。纹理识别 

对 于 纹 理 识 别 ， 在

OuteL_TC_00000 1919191919 基准下

超过 100 个训练/测试分裂的结果平

均。表 4列出了 SVM 分类器的性能，

使用 kσ和 KL在 0 维特征（即，连接

部件）。针对此问题，高维特征不是

有用的。为了进行比较，表 4还列出

了支持向量机的性能，训练了规范化

直方图对 CLBP的-S / M 的响应回应，

使用 aX2内核。 

首先，从表 4，显而易见的是 kσ

性能更好，比 KL大幅度的好。在准确

性上涨幅高达≈11％。第二，很明显

的是，对于这个问题，单独拓扑信息

对 SVMs 是不具有竞争力的，使用简

单的无序算子应对直方图。然而，结

果[19]表明综合持久性信息（使用持

久性景观）与传统的 bag-of-feature

的特征表示导致 stateof- 

最先进的性能。虽然这表明互补的拓

扑特征的互补性，它也表明内核的组

合（例如，多内核学习[13]）可以通

过包括核 kσ获得更大的收益 

为了评估交叉验证（习惯法汇

编）的稳定性，选择特定的σ，图 5

分类 

性能根据后者。给出的性能曲线的平

滑，似乎不太可能通过交叉验证选择

参数 

将会对一个特殊离散化的搜索范围

[σmin ,σmax]产生影响。 

最后，我们注意到调整 kL有相同

的缺陷，如在形状分类实验这种情况

下，。 

虽然在原则上，我们可以使纹理平

稳，在 CLBP响应图像，甚至微调 CLBP

算子，所有的这些战略，需要在开始

时的工艺管道进行调整。与此相反，

在 kσ调整σT是在管道的分类器训练

结束的时候。 
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六，结论 

我们已经表明，无论是理论和实

证，即提出的内核对于任务具有的良

好作用，例如采用 SVM 外形分类或纹

理识别。此外，已被证明在实践中调

整尺度参数是有益的。 

今后工作的一个可能的方向是，

解决为了能够在大规模场景中使用

应用程序的计算瓶颈。这可能包括利

用可加行和稳定性，为了使核的价值

靠近误差范围内，特别是，通过降低

内核在总和（10）中的不同点的数量。 

而 1- 瓦 瑟 斯 坦 距 离

(Wasserstein distance)被很好地建

立和已经在应用中证明是有益的，我

们希 望 改 善对 于持 久 图 W. r. 

t.Wasserstein 距离的稳定性。使之

超出预期值。这样的结果将会增强我

们内核的稳定性，使用持久性图的基

础数据，这证明了拓扑机器学习全稳

定性。 

总之，我们的方法在所有基于内

核的机器学习方法中能有效使用拓

扑信息。 

因此，这将是有趣的，看看哪些应用

程序领域将因为拓扑机器学习而受

益。 
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